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14 Eigenwerte und Normalformen

Matrizen kdnnen sehr unterschiedliche Gestalt annehmen, und ihre Gestalt
ist von entscheidender Bedeutung dafiir, wie leicht oder schwer es ist, mit
diesen Matrizen zu arbeiten und zu rechnen. So ist es in der Regel etwa
umso einfacher mit einer Matrix zu arbeiten, je weniger von 0 verschiedene
Eintrage sie hat. Besonders leicht zu behandeln sind dabei Matrizen, die nur
entlang der Diagonalen von 0 verschiedene Eintrage haben. So ist etwa das
Gleichungssystem

2.)61 =1
=2

—X3 =4

3/\72

einfacher zu 16sen als das Gleichungssystem

2x; +4x +3x3 =1

X —3x —2x3=2

2x) — 2x3 +x3 =4.
Bei der Determinantenberechnung ist
2 0
A=10 3 O
0 0 -1
einfacher zu handhaben als
2 4 3
B=1|1 -3 =21,
2 =2 1
und bei der Multiplikation mit einem Vektor
V)
vV=1{V
U3
gilt
V1 2- V1
A- %N 3. U2
v3 (=D -v;

wohingegen B - v nicht nach einer &hnlich einfachen Formel ermittelt wer-
den kann.

Nun kommen natirlich in vielen Fragestellungen Matrizen mit vielen Ein-
tragen vor. In diesem Fall kdnnen wir uns jedoch fragen, ob es mdglich ist,
diese Matrizen durch eine geschickte Transformation zu vereinfachen und
auf Diagonalgestalt (oder eine Form, die zumindest nahe an der Diagonal-
gestalt ist) zu bringen. Dabei stellt sich als Erstes die Frage, was wir unter
»geschickter Transformation” verstehen wollen. Der Schllissel hierzu liegt in
der Interpretation von Matrizen als lineare Abbildung. Wir haben bis jetzt
die Matrix zu einer linearen Abbildung immer mithilfe der Standardbasis
des R” gebildet. In diesem Kapitel wollen wir versuchen, durch geeigne-
te Wahl einer Basis eine einfachere Form der beschreibenden Matrix einer
linearen Abbildung zu bekommen.

14.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Besonders einfache n x n-Matrizen sind Diagonalmatrizen D.
Diese zeichnen sich dadurch aus, dass fiir sie gilt:
D- e = d,’ - €

firallei=1,...,n,

wobei ey, . . ., e, die Standardbasis des R” bezeichnet und d; das
i-te Diagonalelement von D. Bei einer stark besetzten Matrix
ist das nicht mehr der Fall; wir konnen uns aber auch in dieser
Situation fragen, ob es Vektoren gibt, die analoge Eigenschaften
haben.

Beispiel

Wir betrachten die Matrix
a=|(72 %)
-2 5
-2
A T ( ) ,
-2

und damit ist A - e; kein Vielfaches von e;. Allerdings

erhalten wir
4. 3 _ 6 _ . 3 ’
2 4 2

wird also auf ein Vielfaches von sich ab-

(14.1)

Hier gilt etwa

der Vektor

gebildet. <

Motiviert durch dieses Beispiel betrachten wir eine n x n-
Matrix A.

Definition

Ein A € R heifit Eigenwert von A, wenn es einen Vektor
v € R”, v # 0 gibt mit

A-v=2A-v.

In diesem Fall heif3it der Vektor v Eigenvektor von A zum
Eigenwert A.

Beispiel

Ist



so sind 2 und 3 Eigenwerte von D, e; = ist ein

0
Eigenvektor von D zum Eigenwert 2, und e, = ( ) ist

ein Eigenvektor von D zum Eigenwert 3.

Ganz allgemein sind die Diagonalelemente einer Diago-
nalmatrix Eigenwerte dieser Matrix, und die Standardba-
sisvektoren sind Eigenvektoren dazu. |

Beispiel

Wir betrachten die Matrix
1 1
A= .
2 2

Dann ist O ein Eigenwert von A, und v =

(14.2)

ist ein

Eigenvektor von A zum Eigenwert 0. Ferner ist 3 ein Ei-
y. . .

genwert von A, und w = (2) ist ein Eigenvektor von A

zum Eigenwert 3. <

Achtung Der Nullvektor 0 ist als Eigenvektor nicht zugelas-
sen (schon deshalb nicht, weil ja fiir jede reelle Zahl r gelten
wiirde: A - 0 = r - 0). Der Skalar 0 ist aber sehr wohl als Eigen-
wert moglich, wie wir am Beispiel der Matrix (14.2) gesehen
haben. <

An der Matrix (14.2) lesen wir auch eine andere wichtige Tatsa-
che ab: Der Wert 0 kommt genau dann als Eigenwert von A vor,
wenn es einen Vektor v # 0 gibt mitA-v = 0-v = 0, also
wenn das homogene Gleichungssystem

Ax=0

eine nichttriviale Losung hat, was gleichbedeutend damit ist,
dass detA = 0, wie wir in Kap. 13 gesehen haben. Ist v eine
solche nichttriviale Losung, so ist v ein Eigenvektor von A zum
Eigenwert 0. Ist also 0 ein Eigenwert einer Matrix A, so kénnen
wir das relativ leicht feststellen.

Das charakteristische Polynom einer Matrix
bestimmt die Eigenwerte

Die Uberlegungen, die wir in Mathematischer Hintergrund 14.1
fiir das Beispiel der Matrix (14.1) durchfiihren, lassen sich auf
eine beliebige n x n-Matrix A {libertragen:

14.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Eigenwerte und lineare Gleichungssysteme

Eine Zahl A ist genau dann ein Eigenwert von A, wenn das
homogene Gleichungssystem

(A-E,—A)-x =0

eine nichttriviale Losung hat, also genau dann, wenn
det(A-E, —A) =0.

Ist det (A -E, —A) = 0, so sind die nichttrivialen Lsun-
gen des homogenen Gleichungssystems

(A-E,—A)-x=0

die Eigenvektoren von A zum Eigenwert A.

Diese Aussage motiviert die allgemeine Betrachtung der para-
meterabhéngigen Matrix A - E, — A und ihrer Determinante

Py(A) =det(A-E, —A)

(als Ausdruck im Parameter A). Wir benutzen die vollstindige
Entwicklung von Determinanten, also die Formel

detB = Z sign(a)blio(l) cee bn_o(,,) s

o€ES,

wobei S, die symmetrische Gruppe tiber {1, ..., n} bezeichnet.
Wenden wir das auf die Matrix A - E, — A an, so sehen wir, dass

det(A-E,—A) =X —aiy) - (A —a,,) + weitere Terme,

wobei in jedem der weiteren Terme A hochstens (n — 1)-mal
auftaucht. Da

A—=ajy) - (A —ay,) = A" + weitere Terme,

wobei auch hier in jedem weiteren Term A hochstens (n—1)-mal
auftaucht, schlieBen wir:

Das charakteristische Polynom

Ist A eine n x n-Matrix, so ist P4(A) = det (A - E, — A) ein
Polynom vom Grad » in A von der Form

PAA) =A"4+r - A" b A4 1.

Der Ausdruck P4(A) heiit das charakteristische Poly-
nom der Matrix A.

Alle Eigenwerte von A sind also Nullstellen des charakteris-
tischen Polynoms P4(A4). Fiir grofe n konnen diese allerdings
nicht mehr exakt bestimmt werden, sondern miissen mit Nihe-
rungsverfahren (z. B. dem Newton-Verfahren aus Abschn. 8.2)
ermittelt werden. Da ein Polynom vom Grad n hochstens n ver-
schiedene Nullstellen hat, erhalten wir sofort:
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14 Eigenwerte und Normalformen

14.1 Mathematischer Hintergrund: Eigenwerte und Determinanten

Um allgemein Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix A
zu finden, ist eine Beziehung

A-x=X1-x

mit einem Vektor x von Unbekannten und einer ebenfalls
noch zu bestimmenden Zahl A zu 16sen. Hier erhalten wir ein
nichtlineares Gleichungssystem mit n Gleichungen in n + 1
Unbekannten. Das l4sst sich so direkt nicht 16sen. Wir wollen

daher das Beispiel der Matrix (14.1) noch einmal aufgreifen.
Hier wissen wir bereits, dass

5900

Wenn wir alles auf die rechte Seite bringen und zusammen-
fassen, erhalten wir

o)=>()-C 5)-C)
(37 ) )
(GG o))

der Vektor v = (;) ist also eine nichttriviale Losung des

homogenen Gleichungssystems
2-E;—A)-x=0.

Umgekehrt gilt fiir jede nichttriviale Losung x dieses Glei-
chungssystems

Ax=2-E,-x=2-x,

also ist x ein Eigenvektor zum Eigenwert 2. Die Existenz
einer solchen nichttrivialen Losung ist gleichbedeutend mit
det(2-E, —A) =0.

Dieser Ansatz lésst sich auch verwenden, um zu entscheiden,
ob eine Zahl kein Eigenwert von A ist. Betrachten wir dazu
etwa A = 3. Falls A = 3 ein Eigenwert von A ist, so gibt es
einen vom Nullvektor verschiedenen Vektor v mit

A-v=3-v.

Fiihren wir die gleichen Umformungen wie oben durch, so
erhalten wir

(3-BEa—A)-v=0,

der Vektor v ist also eine nichttriviale Losung des homoge-
nen Gleichungssystems mit Koeffizientenmatrix 3 - E, — A.
Damit eine solche Losung existieren kann, muss die De-
terminante dieser Koeffizientenmatrix verschwinden. Es gilt
jedoch

3-(=2) -6

det(3-Er—A) = |" 3 s

Daher kann es ein solches v nicht geben, und damit ist ge-
zeigt, dass 3 kein Eigenwert von A ist.

Diese Rechnungen lassen sich fiir jede Zahl durchfiihren, und
sie zeigen, dass ein A genau dann ein Eigenwert von A ist,
wenn das homogene Gleichungssystem

(A-Ea—A)-x=0

eine nichttriviale Losung hat, und das ist genau dann der Fall,
wenn det (A - E; — A) = 0. Diese Determinante kénnen wir
ganz allgemein (in Abhingigkeit von dem Parameter ) be-
rechnen,

det(A-E, —A) = )\—2(—2) A__65
=(A+2)-(A=5)—(=6)-2
=A2—-31+2,

und wir sehen, dass
det(A-E;—A) =0 <= A =1oder A =2.

Neben dem Eigenwert 2, den wir schon kennen, gibt es also
noch den Eigenwert 1. Einen zugehorigen Eigenvektor fin-
den wir, indem wir eine nichttriviale Losung von

A-x=1-x

suchen, also eine nichttriviale Losung des homogenen Glei-
chungssystems

(1-E;—A)-x=0.

Es ist

(1-Ex—A) = (; :2)

Wir gehen vor wie in Abschn. 12.3 und bringen diese Matrix
auf gaulische Normalform

3

Also gibt es nichttriviale Losungen und eine Basis des Lo-
sungsraumes des homogenen Gleichungssystems ist

w:@.

Dieser Vektor w ist auch ein Eigenvektor zum Eigenwert 1
(genauso wie jedes von 0 verschiedene Vielfache von w).




Anzahl der Eigenwerte

Ist A eine n x n-Matrix, so hat A hochstens n verschiedene
Eigenwerte.

Beispiel

Wir wollen nochmals die Matrix (14.1), also

A=11,
2 2

A—1 -1
betrachten. Hierfiir ist A - E; — A = und
-2 A=2

damit

PAA) =R —1DA—=2)—(=1)-(=2) = A2 —341.

Wir sehen also, dass P4(A) die beiden Nullstellen A; = 0
und A, = 3 hat, und dabei handelt es sich um die beiden

(einzigen) Eigenwerte von A. <
Beispiel
Fiir die Matrix
0o 1 -1
A=1]3 2 -3 (14.3)
2 2 -3
gilt
A -1 1
PiA)=|-3 A-2 3
-2 -2 A+3
A—=2 3 —1 1
-2 A+3 =3) ‘—2 A+3
—1 1
_92).
+(=2) 1_2 3
=221
=A+D*A-1).
Damit hat A die Eigenwerte A; = 1 und A, = —1, al-

so nur zwei Eigenwerte, einen weniger, als wir maximal
bekommen konnten.

Die Eigenvektoren zum Eigenwert —1 sind die nicht-
trivialen Losungen des Gleichungssystems
—X] — X2 + X3 = 0
—3)61 — 3)62 ar 3)63 =0
—2)61 — 2)62 ar 2)63 =0

14.1 Eigenwerte und Eigenvektoren 361

Eine Basis des Losungsraumes bilden

1 —1
v =101, v=|1 s
1 0

und damit sind die Vektoren
V=r-v;+S5-0;

mit  # 0 oder s # 0 die allgemeinen Eigenvektoren zum
Eigenwert —1.

Die Eigenvektoren zum Eigenwert 1 sind die nicht-
trivialen Losungen des Gleichungssystems

X1 — Xo + X3=0
—3)61 — X + 3)63 =0
—2)61 — 2)62 ar 4X3 =0

Eine Basis des zughorigen Losungsraumes ist der Vektor E
K]
1 =
1u=13],
2

und damit sind die Vektoren v = r - v3 mit r # 0 die
Eigenvektoren zum Eigenwert 1. |

Mit A ist auch die transponierte Matrix A7 eine n x n-Matrix.
Die Eigenwerte von AT sind dann die Nullstellen von P,r(A).
Da die transponierte Matrix einer Diagonalmatrix wieder diese
Diagonalmatrix und A - E, eine Diagonalmatrix ist, erhalten wir

Pyr(A) = det(A-E, —AT) =det((A-E,)" —AT)
=det((A-E, —A)T) = det(A-E, — A)
= Ps(1),
wobei wir ausgenutzt haben, dass eine Matrix und ihre Transpo-

nierte die gleiche Determinante haben. Die Matrizen A und AT
haben also das gleiche charakteristische Polynom.

Eigenwerte der transponierten Matrix

Die Matrizen A und A” haben die gleichen Eigenwerte.

Auch komplexe Matrizen haben Eigenwerte und
Eigenvektoren

Bei der Untersuchung von Eigenwerten spielen komplexe Zah-
len eine besondere Rolle, sogar dann, wenn wir reelle Matrizen
betrachten.
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14 Eigenwerte und Normalformen

Anwendung: Eigenwerte und stabile Systeme

Eigenwerte und Eigenvektoren spielen eine wichtige Rolle
in der System- und Regelungstheorie, speziell bei Systemen,
in denen die Komponenten ihre Zustinde nach festen Regeln
verdndern. Als Beispiel hierzu wollen wir eine Fahrradver-
mietung betrachten, die in einer Stadt drei Stationen besitzt.
Ein Fahrrad, das an einer Station abgeholt wird, kann an einer
beliebigen Station abgegeben werden, sodass die Fahrrider
zwischen den Stationen zirkulieren. Dabei lésst sich ein sehr
stabiles Muster des Abgabeverhaltens beobachten. Der Pro-
zentsatz der Fahrrider, die an Station i ausgeliehen und am
Abend an Station j zuriickgegeben werden, ist konstant und
wird mit P;; bezeichnet. Dann ist p;; = % die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass ein an Station i ausgeliehenes Fahrrad am
Abend an Station j zuriickgegeben wird, und wir erhalten ei-
ne Matrix

P = (l’j,i)iJe{l,z,s}

von Ubergangswahrscheinlichkeiten. Charakteristisch fiir
solche Systeme sind die Eigenschaften

1. pij = Ofiiralle i,j,
n

2. pr' =1.
i=1

Die zweite Bedingung besagt in unserem Fall, dass jedes
ausgeliehene Fahrrad auch wieder abgegeben wird (kein
Schwund durch Verlust, Diebstahl etc.). Ist v; die Anzahl der
Fahrrider, die zu Beginn eines Tages an Station i vorhanden
sind, und setzen wir

wq Uy
Wy =P %) N
w3 U3

so ist w; die Anzahl der Fahrriader, die am Abend an Station
i zuriickgegeben werden (unter der Annahme, dass alle Fahr-
riader verlichen werden konnen). Fiir den Fahrradverleih ist
es nun interessant, einen stabilen Zustand zu erzeugen, d. h.,
die Fahrridder so aufzuteilen, dass am Abend an jeder Station
immer genauso viele sind wie am Morgen. Im Licht obiger
Rechnung suchen wir vy, v, und vs, sodass

Uy Ol
n|=P|v|,
U3 U3

also einen Eigenvektor von P zum Eigenwert 1. Zunéchst ist
zu klédren, ob 1 Eigenwert von P ist. Dazu beachten wir, dass

die Summe der Eintrige einer Spalte den Wert 1 ergibt, also

3
Zpi,l
1 = 1
Pl =2pa|=1]1
i=1
1 3 1
me

nach den Regeln zum Rechnen mit transponierten Matrizen.
Daher ist 1 ein Eigenwert von P’ und damit auch von P. Das
System hat also nichttriviale stabile Zustinde.

Wiruwollen nun eine konkrete Situation betrachten, bei der
die Ubergangsmatrix P gegeben ist durch

04 02 04
P=103 07 04
03 0.1 02

Das charakteristische Polynom muss nicht mehr berechnet
werden, da wir ja schon wissen, dass der uns interessierende
Wert, ndmlich 1, ein Eigenwert von P ist. Die zugehorigen
stabilen Zustdnde ergeben sich als Losung der homogenen
Gleichung mit Koeffizientenmatrix

06 —-02 —-04
Ez—P=]-03 03 -04
-03 —-0.1 038

Eine Normalform dieser Matrix ist

1 2
I =35 -3
0 1 -3
0 0 0

Der Losungsraum hat also die Dimension 1, und eine Basis
des Losungsraumes ist der Vektor

<
Il
w O W

Die Fahrrider sind deshalb im Verhéltnis 5 : 9 : 3 auf die Sta-
tionen aufzuteilen. Unter der Voraussetzung, dass sie immer
alle ausgeliehen werden (oder dass sie auch in diesem Ver-
hiltnis ausgeliehen werden), sind dann stets an jeder Station
am Abend genauso viele Fahrriader wie am Morgen.




14.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Anwendung: Input-Output-Analyse (geschlossenes Modell)

In Abschn. 13.3 haben wir eine Volkswirtschaft untersucht,
deren Produktion darauf ausgelegt war, eine gegebene ex-
terne Nachfrage zu erfiillen. Nun betrachten wir ein 6ko-
nomisches System, das vollstindig autark ist, in dem also
der gesamte Bedarf durch die eigene Produktion abgedeckt
wird und in dem weder Giiter noch Dienstleistungen ein-
oder ausgefiihrt werden. Als Beispiel betrachten wir ein
Modell mit den vier Sektoren R (Roh- und Grundstoffe, ein-
schlieBlich Energie), I (industrielle Fertigung), S (Service
und Dienstleistungen) und H (Haushalte). Mit den entspre-
chenden Kleinbuchstaben r, i, s und & bezeichnen wir den
monetdren Wert der Produktion des jeweiligen Sektors (wo-
bei die Produktion der Haushalte aus den Arbeitsstunden
ihrer Mitglieder besteht). Fiir die Produktion gelten die fol-
genden Regeln:

1. Der Sektor R benétigt fiir die Produktion einer Einheit 0.2
Einheiten seiner eigenen Produktion r, 0.3 Einheiten von
i, 0.2 Einheiten von s und 0.3 Einheiten von A.

2. Der Sektor I benotigt fiir die Produktion einer Einheit 0.3
Einheiten von r, 0.1 Einheiten seiner eigenen Produktion
i, 0.2 Einheiten von s und 0.4 Einheiten von 4.

3. Der Sektor S benétigt fiir die Produktion einer Einheit 0.2
Einheiten von r, 0.1 Einheiten von i, 0.1 Einheiten seiner
eigenen Produktion s und 0.6 Einheiten von A.

4. Der Sektor H benotigt fiir die Produktion einer Einheit
0.4 Einheiten von r, 0.3 Einheiten von i und 0.3 Einhei-
ten von s.

Die Gleichgewichtsbedingung lautet nun, dass die Produk-
tion eines jeden Sektors den Bedarf des Systems exakt
abdecken muss. Die Produktion r des Sektors R muss also
den Eigenbedarf an Rohstoffen in Hohe von 0.2r abdecken,
den Rohstoffbedarf des Sektors / in Hohe von 0.3, den des
Sektors S in Hohe von 0.2s und den des Sektors H in Hohe
von 0.44 (und entsprechend fiir die anderen Sektoren). Dar-
aus ergibt sich das Gleichungssystem

02r +03i+02s +04h=r
03r+0.1i +0.1s + 03h =i
02r +02i 4+ 0.1s +03h ==
0.3r + 0.4i 4+ 0.6s =h.

(14.4)

Bezeichnen wir mit

02 03 02 04
03 0.1 0.1 03
02 02 0.1 03
03 04 06 00

die Input-Output-Matrix zu dem System, so kann das Glei-
chungssystem (14.1) umformuliert werden zu

A-x=x,

d. h., wir haben die Aufgabe, einen Eigenvektor von A zum
Eigenwert 1 zu finden. Da die Summe der Eintréige in jeder
Spalte von A gleich 1 ist, gibt es eine solchen Eigenvek-
tor, wie wir schon im Anwendungsbeispiel ,,Eigenwerte und
stabile Systeme** festgestellt haben. Eine Basis des Losungs-
raumes des zugehorigen homogenen Gleichungssystems

(E4—A)-x=0
ist gegeben durch
472
362
v = ,

351
497

und jedes Vielfache dieses Vektors beschreibt eine Produk-
tionsaufteilung auf die vier Sektoren, bei der das System im
Gleichgewicht ist.

Dieser Ansatz iibertrigt sich wieder auf Systeme mit belie-
big vielen Sektoren. Das System wird beschrieben durch eine
Input-Output-Matrix

arg Cllyn

ap,1 oo App

wobei a;; den Anteil an einer Einheit der Produktion des
Sektors i bezeichnet, der fiir die Produktion einer Einheit
des Sektors j benotigt wird. Bedingung an die Input-Output-
Matrix ist, dass a;; > O fiir alle i, j und dass die Spaltensum-
me in jeder Spalte j den Wert 1 ergibt (d. h., um eine Einheit
von j zu produzieren, muss insgesamt auch eine Einheit in
die Produktion einflieBen, damit ein stabiles geschlossenes
System entstehen kann). Die Gleichgewichtsbedingung fiir
dieses System ist dann gegeben durch die Gleichung

A-x=x.

Ein Gleichgewichtszustand ist also ein Eigenvektor von A
zum Eigenwert 1.

Wie die Untersuchung offener Systeme geht auch die Ana-
lyse geschlossener Systeme im Wesentlichen zuriick auf
Wassily Leontief.
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364 14 Eigenwerte und Normalformen

Beispiel
und damit hat A die Eigenwerte A; = 1+iund A, = 1—i.
Die (reelle) Matrix Die Eigenvektoren zu A; = 1 + i sind wie im reellen Fall
die nichttrivialen (komplexen) Losungen des Gleichungs-
1 4 systems
A=(5 3) A -E;—A)x =0,

also die Losungen von
hat das charakteristische Polynom
i- X1 — i Xy = 0

A—1 4 —i-x; +1-x=0.
Py(A) = =A*+20+ 17
4(A) 5 a+3 +24 +
Eine Basis des Losungsraumes dieses Gleichungssystems
und die Eigenwerte A, = —1 +4iund A, = —1 — 4j 1st
(also keine reellen Eigenwerte). Zur Bestimmung eines v = 1
Eigenvektors zum Eigenwert A; = —1 + 4i haben wir das 1)’
homogene Gleichungssystem
und damit sind die Vektoren
(=2 —4i)-x; + 4x; =0
Sk + 2+ 4) 1 =0 ,,:Z.(i)

zu betrachten. Eine Basis des Losungsraumes bildet
mit z € C \ {0} die Eigenvektoren zum Eigenwert 1 + i.

(2 + 41) Entsprechend erhalten wir fiir A, = 1 —i die Eigenvekto-
v = 5 > ren
v=2z- 1
und damit sind die Vektoren
(2 n 4i) mitz € C \ {0}. |
v=2z- 5

mit z € C \ {0} die (komplexen) Eigenvektoren zum

Eigenwert —1 + 4i. Entsprechend erhalten wir fiir den Ei- 1 4 2 D |agona I |S|erba rkelt
genwert A, = —1 — 4i die Eigenvektoren
Wie wir gesehen haben, sind Eigenvektoren zu einer Matrix A
_ . [2—4 Vektoren, bzgl. derer sich die Multiplikation von A mit dem
v=z 5 Vektor besonders einfach darstellen ldsst, namlich als

) A v=2L1-v.
mitz € C \ {0}. <
Wie kann uns das aber jetzt bei der Vereinfachung der Matrizen
helfen?
Die Eigenwertuntersuchung kann aber auch direkt auf komplexe
Matrizen angewendet werden.

Transformationen mit Eigenvektoren

Beispiel vereinfachen die Matrix
Die Matrix
(1 i) Wir betrachten wieder die Matrix (14.1), also
A=
i 1
-2 6
A= ( ) |
hat das charakteristische Polynom -2 5
P ) Wie wir schon gesehen haben, gilt fiir sie und die Vektoren
— —i
Pi(A) = =2 -21+2,
=1L A * 3 2
v = , w=
2 1



die Beziehung

A-v=2-v, A-w=1-w. (14.5)

d.h., die Vektoren v und w spielen fiir A eine dhnliche Rol-

le wie die Standardbasisvektoren e; und e, fiir eine 2 x 2-
Diagonalmatrix.

Schreiben wir die Vektoren v und w als Spalten einer 2 x 2-

Matrix S,
g— 3 2 ’
2 1

so schreibt sich Beziehung (14.5) als
A.S— -2 6 . 3 2
-2 5 2 1
(6 2
S \4 1
(3 2 2 0
“\2 1) \o 1
=S-(2 °>.
0 1

Die Vektoren v und w sind linear unabhéngig, und damit ist S
eine invertierbare Matrix, und

= -1 2
2 3]
Multplizieren wir (14.6) von links mit S~!, so erhalten wir

sh.A.s5=5".5. 20 _(20 }
0 1 0 1

Durch Transformation mit der Matrix S haben wir also aus A
eine Diagonalmatrix gemacht.

(14.6)

14.7)

In der Terminologie der linearen Abbildungen und ihrer Ma-
trixdarstellungen bedeutet dies, dass die durch die Matrix A
definierte lineare Abbildung bzgl. der Basis v, w durch eine Dia-
gonalmatrix dargestellt wird.

Ahnlich konnen wir mit der Matrix (14.2), also

A:ll,
2 2

verfahren. Wie wir gesehen haben, ist O ein Eigenwert von A

-1
und v = ( 1 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 0. Ferner

ist 3 ein Eigenwert von A und w = ein zugehoriger Eigen-

vektor von A. Die Eigenvektoren v und w sind auch hier linear
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unabhingig (Aufgabe 14.10). Daher ist die Matrix
-1 1
S =
1 2
invertierbar mit Inverser
1 (-2 1
3 1 1)

Transformieren wir A mit S, so erhalten wir hier

s (-0,

also ist auch in diesem Fall S~ - A - S eine Diagonalmatrix.

s =

Matrizen mit hinreichend vielen Eigenvektoren
sind diagonalisierbar

Teil 11

Wir haben in den Beispielen oben, ausgehend von den FEi-
genwerten von A und von zugehdrigen Eigenvektoren, eine
Transformation gefunden, die aus A eine Diagonalmatrix macht.
Wir wollen uns nun damit beschiftigen, wie weit sich diese An-
sdtze verallgemeinern lassen.

Dazu nehmen wir zunichst an, dass A eine n X n-Matrix ist,
die die maximal mogliche Anzahl von n verschiedenen (reellen)
Eigenwerten hat, fiir die das charakteristische Polynom also in
n paarweise verschiedene Linearfaktoren zerfillt. Diese Eigen-
werte bezeichnen wir mit Aq,...,A,, und zu jedem A; wihlen
wir einen Eigenvektor v;. Dann kénnen wir die Beziehungen

A‘vk:/\k‘vk fﬁrk=1,...,n

als Matrizengleichung schreiben. Dazu betrachten wir die Ma-
trix S = (v v; ... v,), die die Vektoren v als k-te Spalten-
vektoren hat. Genauso wie in den beiden Beispielen erhalten
wir, dass

A-S=S-D,
wobei
At 0 ... 0
0O A, ... O
D:
o 0 ... A,

eine Diagonalmatrix ist. Nun sind nach Aufgabe 14.10 die Spal-
ten von § linear unabhéngig, und damit ist S invertierbar. Daher
erhalten wir aus dieser Gleichung durch Multiplikation mit S~
wieder eine Beziehung

ST1.A-S=D,

also eine Transformation von A auf Diagonalgestalt. Wir haben
damit die folgende Aussage gezeigt:
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Matrizen mit n Eigenwerten

Ist A eine n X n-Matrix mit n verschiedenen (reellen) Ei-
genwerten Ay, ..., A,, so gibt es eine invertierbare Matrix

S mit
At 0 ... 0
0 A ... O
sl.A.8=
0o 0 ... A,
Definition

Eine quadratische Matrix A heiflit diagonalisierbar, wenn
es eine invertierbare Matrix S gibt, sodass S1.A-Seine
Diagonalmatrix ist.

Eine n x n-Matrix mit n verschiedenen Eigenwerten ist also dia-
gonalisierbar. Wie sieht es nun aus mit Matrizen, die weniger
als n Eigenwerte haben? Betrachten wir dazu die Matrix (14.3),
also

Wie wir schon gesehen haben, hat diese Matrix nur zwei Eigen-
werte, —1 und 1. Dabei haben wir zum Eigenwert —1 die zwei
linear unabhingigen Eigenvektoren

1 -1
vi=|0], v=1|1
1 0

und zum Eigenwert 1 den Eigenvektor

<
N
|

D W =

gefunden. Wir iiberzeugen uns, dass die Vektoren v, v, v3 li-
near unabhiingig (also eine Basis von R?) sind, und bilden mit
diesen die Matrix

1 -1 1
S=@w vvy)=|0 1 3
1 0 2

und, da S invertierbar ist, also auch hier

-1 0 0
st.a.s=10 -1 0
0 0 1

Fiir die Diagonalisierbarkeit von A ist es also nicht notwendig,
dass A genau n verschiedene Eigenwerte hat. Es reicht, dass A
geniigend viele linear unabhéngige Eigenvektoren hat.

Diagonalisierbarkeit von Matrizen

Genau dann ist eine n x n-Matrix A diagonalisierbar, wenn
es n linear unabhingige Eigenvektoren vy, ..., v, von A
gibt. In diesem Fall ist die Matrix S, die v¢,..., v, als
Spalten hat, eine Transformationsmatrix fiir A.

Sind ndmlich vy, ..., v, linear unabhingige Eigenvektoren von
A, so setzen wir § = (v; ... v,), bilden also die Matrix mit
diesen Eigenvektoren als Spalten und rechnen dann wie in obi-
gen Voriiberlegungen nach, dass S~ - A - § eine Diagonalmatrix
ist.

Gibt es umgekehrt eine invertierbare Matrix S, sodass
§'-A-S=D

eine Diagonalmatrix ist, so erhalten wir
A-S=S8-D.

Bezeichnen wir die Spalten von S mit vy, ..., v,, so sind diese

linear unabhiéngig. Betrachten wir dann die obige Matrizenglei-

chung spaltenweise, so folgt
A‘v,-:d,wv,- fﬁrizl,...,n,

wobei d; das i-te Diagonalelement von D ist, und die Aussage

ist gezeigt.

Die Argumente zeigen sogar eine genauere Aussage: Im Kom-
plexen zerfillt das charakteristische Polynom der n x n-Matrix
A immer in Linearfaktoren. Wir konnen also

Pa(l) = (o= A)™ - (A — A

mit @; > 1 schreiben. Die Zahl g; heil3t algebraische Vielfach-
heit des Eigenwertes A;. Bezeichnet g; die Anzahl der linear
unabhingigen Eigenvektoren, die wir zu A; finden (also g; =
Nul(A,; - E, — A)), so heiBt g; geometrische Vielfachheit des
Eigenwertes A;. Es gilt:

A ist diagonalisierbar <= a; = g; fiiralle i (14.8)

Es ist nun naheliegend, dass wir uns fragen, ob alle Matrizen (re-
ell) diagonalisierbar sind. Das ist nicht der Fall. Dazu betrachten
wir die Matrix



Diese hat das charakteristische Polynom
Pi(A) = A2+ 1

und damit keinen reellen Eigenwert, also auch keine reellen Ei-
genvektoren. Damit ist sie auch nicht (iiber den reellen Zahlen)
diagonalisierbar.

Allerdings ist das kein ,,echtes” Gegenbeispiel, denn das cha-
rakteristische Polynom hat zwei komplexe Nullstellen, ndmlich
A1 = iund A, = —i, und dazu gibt es in C? auch Eigenvekto-

.. 1)\ . . . .
ren: Fiirv, = (1 istA-v; =1-v),alsoist v; ein komplexer

Eigenvektor zu A; = i, und entsprechend ist v, = ein

i
1
komplexer Eigenvektor zu A, = —i. Die zugehorige komplexe

Matrix
g —i i
1 1

ist invertierbar mit inverser Matrix

Damit gilt dann auch

stoas=(1 %)
0 —i

Die Matrix A ist also nicht iiber den reellen Zahlen diagonali-
sierbar, sehr wohl aber iiber den komplexen.

Beispiel

Betrachten wir die Matrix

2 1
A - ( ) ’
0 2
so hat diese das charakteristische Polynom

Pa(A) = A2 —4A + 4,

also nur einen Eigenwert A = 2. Das zugehorige Glei-
chungssystem (2E, — A) - x = 0 schreibt sich explizit als

O-xy+1-x,=0
0-x; +0-x, =0

und eine Basis des Losungsraumes ist gegeben durch

vz(g)).
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Damit sind die Eigenvektoren von A zum Eigenwert A =
2 die nichttrivialen Vielfachen von v. Insbesondere gibt
es keine zwei linear unabhéngigen Eigenvektoren. Da es
keinen weiteren Eigenwert gibt (auch nicht in den kom-
plexen Zahlen), ist A nicht diagonalisierbar.

In der Tat ist A bereits in der optimalen Form, die wir
hierfiir durch Transformationen erreichen konnen. D |

Symmetrische Matrizen sind diagonalisierbar

Es ist eine miihsame Aufgabe, die Diagonalisierbarkeit einer
Matrix A von Fall zu Fall durch die Berechnung von Eigenwer-
ten und Eigenvektoren zu iiberpriifen. In der Regel ist das leider
die einzige Moglichkeit; erfreulicherweise gibt es aber zumin-
dest eine Klasse von Matrizen, der wir die Diagonalisierbarkeit
unmittelbar ansehen.

Symmetrische Matrizen sind diagonalisierbar

Teil 11

Ist A eine symmetrische n x n-Matrix mit reellen Koeffizi-
enten, so hat A nur reelle Eigenwerte und ist diagonalisier-
bar, und es gibt eine Orthonormalbasis von R”, bestehend
aus Eigenvektoren von A.

Wir betrachten hierzu zunichst als Beispiel die Matrix
1 3 2
A=|3 1 2
2 2 2

Diese hat den Eigenwert 6, und w; = | 1 | ist ein Eigenvektor
1

dazu. Um zu einer Orthonormalbasis zu kommen, miissen wir
diesen normieren:

vy =—"

1
V3 1

Wir erginzen v, beliebig zu einer Orthonormalbasis von R3,
etwa durch die Vektoren

und erhalten somit eine orthogonale Matrix

11 1
v 7oA
V3V2
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Das charakteristische Polynom einer Matrix ldsst sich in
MATLAB mit dem Befehl poly ermitteln:

A= 1[2, 0, 2; 1, 2, 1; 1, 0, 31;
P = poly(A)
P =

1 -7 14 -8

Die Ausgabe erfolgt als Koeffizientenvektor, beginnend mit
dem Koeffizienten bei der hochsten Potenz (hier x3), der bei
einem charakteristischen Polynom immer den Wert 1 hat.
Die Matrix

b

I
_— N
S NN O
W = N

hat also das charakteristische Polynom
Pi(A) = A3 =722+ 141 -8,

und daraus erhalten wir die Eigenwerte A; = 1 (durch Aus-
probieren oder mithilfe von MATLAB), A, = 2 und A3 = 4.

Eigenwerte einer Matrix lassen sich mit MATLAB aber auch
direkt mit dem Befehl eig ermitteln:

A = [0, 1, -2; 3, 2, -3; 2, 2, -31;
w = eig(a)
w =
0 + 1.00001
0 - 1.00001
-1.0000
Die Matrix
1 =2
A=13 2 -3
2 -3
hat also die Eigenwerte Ay = —1, A, =iund A; = —i.

Auch Eigenvektoren und die Diagonalform einer Matrix wer-
den in MATLAB mit dem Befehl eig ermittelt, also mit dem
gleichen Befehl, der auch die Eigenwerte bestimmt. Die Syn-
tax des Aufrufes ist dann allerdings etwas anders:

A=[0, 8, -4; -2, 8, -2; 0, 1, 1];

[S,D] = eig(A)

S =
0.8452 -0.8729 0.8165
0.5071 -0.4364 0.4082
0.1690 -0.2182 0.4082

-
Anwendung: Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren in MATLAB

D =
4.0000 0 0
0 3.0000 0
0 0 2.0000

Die Matrix S ist die Transformationsmatrix, enthalt also li-
near unabhingige Eigenvektoren der iibergebenen Matrix A
als Spalten; D ist die resultierende Diagonalmatrix, hat daher
die Eigenwerte von A in der Diagonalen.

Die Matrix
0 8 —4
A=]-2 8 =2
0 1 1

hat also die Eigenwerte A; = 4, A, = 3 und A3 = 2 und die
Transformationsmatrix

sS4 2
NV TRN
s=|=x —= L
BTV %
1 1 1
V3 VAL Ve

Zu beachten ist dabei, dass MATLAB die Eigenvektoren auf
die Lange 1 normiert; die numerische Ausgabe ist dann na-
tiirlich in Dezimalzahlen (und enthélt dementsprechend in
der Regel Rundungsfehler).

Der Fall von Matrizen, die nicht diagonalisierbar sind, erfor-
dert allerdings eine gesonderte Betrachtung:

A=[2,1;0,2]1;
[S,D] = eig(A)
S =
1.0000 -1.0000
0 0.0000
D =
2 0
0 2

2 1
Fiir die Matrix A = (0 2) liefert eig als ,,Transfor-

1 -1
mationsmatrix“ S = (0 0 ) und die ,,.Diagonalmatrix‘

2 0
D = (0 2), obwohl A nicht diagonalisierbar ist.

Die Matrix S bringt A nur dann auf Diagonalgestalt, wenn S
invertierbar ist. Daher muss gepriift werden, ob detS # 0.




-
14.2 Mathematischer Hintergrund: Eigenwerte und Page Ranking

Bei groBlen Matrizen kann die Bestimmung von Eigenwer-
ten und Eigenvektoren sehr rechenintensiv werden. Es gibt
jedoch einen Spezialfall, der sich vergleichsweise einfach al-
gorithmisch behandeln ldsst.

Wir betrachten eine diagonalisierbare Matrix A und nehmen
an, dass fiir ihre Eigenwerte A1,..., 4,

[Ar] > [A2] = [A5] > ..o > Al

gilt, dass es also einen eindeutigen bestimmten betragsméBig

groften Eigenwert gibt. Ist dann v ein ,,generischer* Vektor

und setzen wir
1

I Ay )
Ay

(k=0),

so konvergiert die Folge v gegen einen Eigenvektor von A
zum Eigenwert A;. Dazu schreiben wir

v=w; +wr+ - w,,

wobei w; ein Eigenvektor zum Eigenwert A; ist. Das ist
moglich, da es aufgrund der Diagonalisierbarkeit von A eine
Basis, bestehend aus Eigenvektoren von A, gibt. ,,Generisch*
bedeutet in diesem Zusammenhang, dass w; # 0. Dann gilt

W=4A.v=w +A— wy + - —i—h-w
1 A] 2 A] n

und allgemein

k k

A3
v ® =, +F wa e T
1

Wegen |A,,| < |A;] fiirm > 1 ist

k

Iim 2 =0

flirm> 1.
k—o00 Ak

Hieraus folgt, dass

lim v® = w 1
k—00

existiert und ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A; ist.
Ist die Matrix A zusammenhingend, d. h. gibt es fiir je zwei
Indizes i, j immer Indizes iy, i1, ..., i, miti = ip und j = i,
sodass a;, ;, #0firk=0,...,r— 1, so ist jeder Einheits-
vektor generisch, kann also als Startvektor benutzt werden.

Eine der bekanntesten Anwendungen der Eigenwerttheorie
und dieser numerischen Methode zur Bestimmung eines Ei-
genvektors ist das Page Ranking, wie es etwa von Google
oder anderen Suchmaschinen verwendet wird. Das Prinzip
kann dabei wie folgt beschrieben werden: Die Grundidee

14.2 Diagonalisierbarkeit

hinter dem Page Ranking ist, dass eine Seite im Internet um-
so wichtiger ist, je mehr andere wichtige Seiten einen Link
auf diese Seite enthalten. Diese Idee ist natiirlich zunéchst
mathematisch ungenau, da hier die Wichtigkeit einer Seite
mit der Wichtigkeit anderer Seiten erklédrt wird; sie soll aber
nun prizise gemacht werden.

Fiir eine Website W; bezeichnen wir mit /; die Anzahl aller
Links von W auf eine andere Website, mit l, ;j die Anzahl aller
Links von Websne W, zur Website W; und mit V; die Menge
aller Websites, die einen Link auf W; haben. Wir nehmen an,
dass es zu jeder Seite mindestens eine andere gibt, die einen
Link auf diese Seite hat. Damit gilt in jedem Fall

> obj=1,

eV,
und wir definieren die Hyperlinkmatrix P = (p;;) durch
i falls Woe v,
Pij = ! '
0, sonst.

In der i-ten Zeile und der j-ten Spalte steht also der Quotient
aus der Anzahl der Links, die von Website W, auf Website W;
zeigen, und der Anzahl der Links, die von Web51te W ausge-
hen. Damit ist p; ; der Anteil der von W; ausgehenden Links,
der auf W; zeigt und deshalb gilt fiir jede Spalte j

L
§ 17 J
Pij - =7 = 1,

ijeV; J

weshalb der Vektor

ein Eigenvektor von P zum Eigenwert 1 ist, wie wir sofort
nachrechnen und bereits in der Anwendung ,,Eigenwerte und
stabile Systeme* aus Abschn. 14.1 gesehen haben. Damit ist
aber 1 auch ein Eigenwert von P, da P und P' dieselben
Eigenwerte haben. Wir behaupten nun, dass alle anderen Ei-
genwerte A von P die Ungleichung |A| < 1 erfiillen.

Dazu reicht es natiirlich wieder, PT zu betrachten. Ist A ein
Eigenwert von P' und ist v ein zugehoriger Eigenvektor, so
betrachten wir dessen betragsmiBig grofite Komponente v;
(d.h. |v;| < |v| fiir alle i). Dann gilt fiir die j-te Komponente

w; von P’ - v einerseits w; = A - v; und andererseits
lw| = | ZPiJUi| = ZP;‘J|U:‘| = ZPiJ|Uj| = |yl
ijev; ijev; el
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sodass notwendig |[A| < 1. Nehmen wir zusitzlich an, dass P
diagonalisierbar ist und dass alle Eigenwerte A von P aufler
der 1 die Ungleichung |A| < 1 erfiillen, so konnen wir mit
oben beschriebenem Algorithmus einen Eigenvektor v von P
zum Eigenwert 1 finden. Bezeichnen wir mit v; dessen i-te
Komponente, so gilt

I
vi=(P-v); = Z Tf/'vj,

jWevi

und damit berechnet sich v; aus den relativen Hiufigkeiten
der Links auf Website W;, die von anderen Sites W; ausgehen,
gewichtet mit einem Wichtigkeitsfaktor v; der verlinkenden
Website W,. Ist daher 7 der Index fiir den v; maximal ist, so
konnen wir W; als die bedeutendste Website interpretieren.

Wir wollen dazu ein einfaches Beispiel mit fiinf Internetsei-
ten betrachten, die, wie in Abb. 14.1 gezeigt, aufeinander
verweisen.

Or——
WAl
\/ -
e

/

Abb. 14.1 Verlinkte Seiten im Internet

Von Seite 1 gehen also zwei Links aus, wovon einer auf Sei-
te 3 und einer auf Seite 5 zeigt (womit 1 € V3,1 € Vs und
1 ¢ Vi fiirj = 1,2,4), und es verweisen die Seiten 2, 3 und
4 auf Seite 1, also

L =2V ={23,5},
Ly=1I;=1,
hpo=hLs=lL4s=1.

Fiihren wir diese Betrachtung fiir alle Internetseiten dieses
Netzes durch, so erhalten wir die Hyperlinkmatrix

Ri—- O N O O
O W= W= O W=
W= O O W= W=
= O O O W=
O PI=p= O O

Damit ist die Matrix P zusammenhéngend. Ferner ist sie auch
diagonalisierbar, wie man z. B. mit MATLAB nachrechnet.
Einen Eigenvektor zum Eigenwert A = 1 erhalten wir durch
das skizzierte approximative Verfahren

0 0.2024
0 0.0893

V@ =e vV =P 0@ =1 05 =102679],
0 0.1667
i 0.2738

und hierfiir gilt bereits im Rahmen der Rechengenauigkeit
von vier Dezimalstellen: A - 00 = 0,

In diesem Internet ist also W5 die wichtigste Seite. Diese Sei-
te ist sogar wichtiger als die Seiten W; und W3, obwohl es
drei Links auf W; und Wj gibt, genauso wie auf Ws. Bei
diesen Berechnungen wird ndmlich auch beriicksichtigt, ob
die Seiten, die auf ein W; verweisen, selbst wieder von vie-
len anderen wichtigen Seiten aus verlinkt sind. Dadurch wird
sichergestellt, dass die Verweise von Seiten, auf die selbst
(direkt oder indirekt) hidufig verwiesen wird, stirker in die
Gewichtung eingehen als Seiten, auf die es keinen Link von
einer anderen Webseite gibt.

Wir haben hier einige vereinfachende Annahmen gemacht,
etwa dass die Hyperlinkmatrix diagonalisierbar ist, dass
sie zusammenhingend ist (dass das Internet also nicht in
mehrere, voneinander unabhingige und nicht durch Links
verbundene Teilnetze zerfillt), dass es auf alle Seiten des
Netzes mindestens einen Verweis gibt und dass 1 der betrags-
mifBig eindeutig grofte Eigenwert ist (dass es also keinen
weiteren Eigenwert mit Betrag 1 gibt), damit unser appro-
ximatives Verfahren auch zum Ziel fiihrt. Das wird bei der
Googlematrix G, also bei der Matrix, die Google (oder an-
dere Suchmaschinenen) dann tatséchlich benutzen, um die
Wichtigkeit von Internetseiten zu bestimmen, sichergestellt,
indem die eigentliche Hyperlinkmatrix A durch geeignete Pa-
rameter und Matrizen etwas modifiziert und gestort wird. Die
Matrix G hat mehr als 10° Zeilen und Spalten, allerdings
ist sie sehr diinn besetzt, da Internetseiten im Durchschnitt
nur zehn Links haben. Aus diesem Grund dauert ein Ap-
proximationsverfahren nur wenige Tage. Google fiihrt diese
approximativen Eigenvektorberechnungen etwa einmal pro
Monat durch.

Eine genauere Abhandlung des Page Rankings finden Sie in
Bryan und Leise (2006).
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Mit diesem O, als Transformationsmatrix berechnen wir

6 0 0
B=0]-A-0,=|0 -1 -8
0 -3 _3

2 2

Damit ist B noch keine Diagonalmatrix, aber erste Zeile und
erste Spalte von B haben die gewiinschte Gestalt, und die ver-
bleibende Matrix aus zweiter und dritter Zeile und Spalte,

_l _
n=("x 1)
)

ist wieder ein symmetrische Matrix. Diese Matrix hat 0 als Ei-
genwert, und ein normierter Eigenvektor zum Eigenwert O ist

w

—+/3 . . . .
u = % . ( ) . Ergénzen wir u; zu einer Orthonormalbasis

2'ﬁ

1
von R2, etwa durch u, = 1 ) und bilden die zugehorige

orthogonale Matrix

so erhalten wir durch Transformation von B; mit U die Matrix

BzzUT-Bl-U:(O 0).
0 -2

Wir bekommen also eine Diagonalmatrix, obwohl wir nur u,
bewusst als Eigenvektor von B, gewdhlt haben. Wir erginzen
nun U zu einer orthogonalen 3 x 3-Matrix O,

1 0 0
0 3 ¥
und bilden
I e
v A
0=01-0=|7% ~% ~&
4 2 0
NG
Dann gilt hierfiir
6 0 O
0"-A-0=[0 0 0
0 0 =2

und die Spalten von O bilden eine Orthonormalbasis von R3,
bestehend aus Eigenvektoren von A.

Diese Idee, zunichst nur einen normierten Eigenvektor zu be-
trachten, diesen in beliebiger Weise zu einer Orthonormalbasis

14.2 Diagonalisierbarkeit

zu ergdnzen und dann mit einer kleineren Matrix weiterzuma-
chen, funktioniert ganz allgemein fiir beliebige symmetrische
Matrizen. Wir benutzen dabei das Prinzip der vollstdndigen In-
duktion nach n, der Anzahl der Zeilen bzw. Spalten von A (wie
in Mathematischer Hintergrund 4.1 beschrieben).

Fiirn = 1 ist A = (a), und wir haben nichts zu zeigen.

Wir nehmen also an, dass n > 1 und dass wir die Behauptung
fiir n — 1 schon gezeigt haben.

Wir behaupten zunichst, dass A nur reelle Eigenwerte besitzt.
Da das charakteristische Polynom P,(A) in den komplexen
Zahlen Nullstellen hat, gibt es sicherlich einen komplexen Ei-
genwert Ayp von A und daher auch einen komplexen Vektor
v € C", verschieden vom Nullvektor, mitA-v = Ag-v. Bezeich-
nen wir mit ( , ) das komplexe Skalarprodukt, so gilt nach der
Wilzformel (12.17)

Xo-[v]* = Ao+ (v, 0)

= (Ao v,v)
A-v,v)
v,A-v)
v,A0-0)
(v, v)

|2

= {
= {
= {

= %o
—To-Io
und daher, da |v|? # 0, auch 1y = 4. Eine komplexe Zahl und
ihre komplex-konjugierte Zahl stimmen aber nur dann iiberein,
wenn die Zahl schon reell ist (also ihr Imaginérteil verschwin-

det). Damit haben wir gezeigt, dass jeder Eigenwert von A schon
reell ist

Nun geben wir uns einen Eigenwert A; von A vor und bestim-
men einen Eigenvektor u; dazu, wobei wir u; auf die Léinge
1 normieren. Wir erginzen (z.B. mit dem Gram-Schmidt-
Orthonormalisierungsverfahren) #; zu einer Orthonormalbasis
up,...,u, von R".

Der entscheidende Punkt fiir unsere Uberlegungen ist nun, dass

jeder Vektor A -u; (i = 2,...,n) schonin dem von u,,...,u,
aufgespannten Untervektorraum enthalten ist. Dazu geben wir
uns ein i € {2,...,n} vor, schreiben

A-u=ru +nu, +---+ru,
und haben zu zeigen, dass r; = 0. Hierfiir rechnen wir

rn=rp- (ulyul)
n
= ri- (g, uy)
=1
= (ruy + ruy + -+ + ryuy, up)

—

—

A‘uivul)
u, A-u)
ui, Ay -uy)

1‘(14,',1!1)

o~ o~

[
o >
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Dabei haben wir, neben den iiblichen Eigenschaften des Ska-
larprodukts, in der zweiten und in der letzten Zeile ausgenutzt,
dass (u;,u1) = 0 = (uy,u;) firi # 1 und (u;,u;) = 1in der
ersten Zeile.

Wir betrachten nun die Matrix U = (u; ... u,), die die Vek-
toren uy, . .., u, als Spaltenvektoren hat. Da diese Spalten eine
Orthonormalbasis von R” bilden, ist U eine orthogonale Matrix,
sodass also U nach Abschn. 13.4 invertierbar mit U~' = U7 ist.
Fiir die Matrix

B=U"'"A-U=U"-A-U
gilt dann
B-eg=U"'-A-U-e
=U""Au
=U"' A u
=AU

=1 -ep,

und fiiri > 2 giltA-u; = rpuy + -+
gesehen haben, und damit

+ rp.iu,, Wie wir oben

B-e,=U"'-A-U-e¢
=U" Ay
=U" " (rpus + -+ + Fyitty)
=r; U uy+ 41 U u

= 1,i€ + -+ Vni€n .

Also hat U™! - A - U die Gestalt
A O 0
0
vlau=|
: C
0

mit einer (n — 1) x (n — 1)-Matrix C. Genauer ist C = (r;;)
mit den oben bestimmten 7;;. Nun gilt fiir beliebige Vektoren
v und w aufgrund der Formeln (12.16) und (12.17) sowie der
Orthogonalitit von U:

(U A-U-v, w) = CA-U-v, w)

v (U)"-w)
U-w)
U-w)

A-
A-U-v,
U-v,A-

v, UT-A-U-w)
v, U A-U-w),

(u'
= {
= {
{
= {
= {

sodass die Matrix U~' - A - U nach Formel (12.18) symme-
trisch ist. Damit muss aber auch die Matrix C symmetrisch sein,
und wir konnen unsere Induktionsvoraussetzung anwenden und
erhalten, dass C diagonalisierbar ist. Wir finden also eine or-
thogonale (n — 1) x (n — 1)-Matrix V, sodass V=! - C - V eine

Diagonalmatrix D ist. Setzen wir

so ist auch diese Matrix orthogonal, und nach den Regeln fiir die
Matrizenrechnung ist

A0 ... 0

0

wl.UuTh AU =

Setzen wir also S = U- W, so hat §~!
gewlinscht.

-A - S Diagonalgestalt, wie

Beispiel

Wir betrachten die Matrix

=3

Dann ist A symmetrisch und damit diagonalisierbar. Hier
sehen wir aber auch sofort, dass

PAAD)=A2—21-24=(1—6)-(A+4),

sodass wir also zwei verschiedene Eigenwerte haben. Ein

1
Eigenvektor zu A; = 6 istu; = % . (1), und ein Ei-

—1
genvektor zu A, = —4istu, = % . ( 1 ) Die Vektoren

u;,u; bilden in der Tat eine Orthonormalbasis von R2,

Q. L
und mit § ;= v

—4 0
ST-A-S= ; <

gilt dann

Beispiel

Wir betrachten die Matrix

5 -2 2
A=|-2 2 4 (14.9)
2 4 2



Auch hier ist A symmetrisch, und daher sehen wir ohne
Rechnung, dass A diagonalisierbar ist. Hier gilt

Pa(A) =A*—9A2+108 = (A —6)- (A —6)- (A +3).

Diese Matrix hat also nur zwei Eigenwerte, und an der
Anzahl der Eigenwerte konnen wir die Diagonalisierbar-
keit nicht ablesen. Wenn wir jedoch die Eigenvektoren
berechnen, erhalten wir fiir A; = 6 die beiden linear un-
abhéngigen und orthogonalen Eigenvektoren

2 =2
! 1 ! 2
U= - . U=
3 3
2 1

und fiir A, = —3 den Eigenvektor

1
2
=2

1
u3=§-

Die Vektoren u, u,, uz bilden eine Orthonormalbasis von
R3, und fiir die Matrix

L2 21
s=§- 1 2 2
2 1 =2
gilt
6 0 0
sT.A.s=10 6 0 <
0 0 -3

Die Symmetrie einer Matrix hat auch Auswirkungen auf die
Berechnungsmoglichkeiten der Losungen von Gleichungssyste-
men. Ist nimlich A eine symmetrische n x n-Matrix, bei der alle
Eigenwerte positiv sind, so ist v € R” genau dann eine Losung
des linearen Gleichungssystems A -x = b, wenn v die Funktion
f(x) =1-x"-A-x—x"-b minimiert. Dieses Minimierungs-
problem kann sehr gut mit Ndherungsverfahren gelost werden,
etwa dem mehrdimensionalen Newton-Verfahren (Bd. 2, Ab-
schn. 2.9).

Definition

Eine komplexe nxn-Matrix hei3t hermitesch, wenn AT =
A.

Die Matrix A = (1 .

1 1+i
;_ l) ist hermitesch.
i

14.2 Diagonalisierbarkeit

Hermitesche Matrizen sind diagonalisierbar

Eine hermitesche Matrix A hat nur reelle Eigenwerte und
ist (iiber C) diagonalisierbar. Die Transformationsmatrix
U kann unitir gewihlt werden (also so, dass U~! = )

Beispiel

1 1+i
I —i 2
Eigenwerte Ay = 0 und A, = 3. Eine unitire Transfor-
mationsmatrix, die A auf Diagonalgestalt bringt, ist

Die hermitesche Matrix A = hat die

U= . <
_3 /6
3 3

Orthogonale Matrizen sind im Komplexen
diagonalisierbar

Eine wichtige Klasse von Matrizen sind die orthogonalen Matri-
zen. Ist A eine orthogonale n x n-Matrix und ist A ein komplexer
Eigenwert von A zum Eigenvektor v, so muss notwendigerweise
|A| = 1 gelten, da wir ja in Abschn. 13.4 gesehen haben, dass

[v] = |A-v[ = [A]-]o].

Die einzigen reellen Eigenwerte, die A haben kann, sind daher
1 und —1. Im Regelfall hat A aber noch weitere (komplexe)
Eigenwerte und ist daher im Allgemeinen nicht {iber den reel-
len Zahlen diagonalisierbar. Es gilt jedoch: Es gibt eine unitire
n x n-Matrix U, sodass

D=T'-A-U

eine Diagonalmatrix ist.

Im Reellen konnen wir fiir orthogonale Matrizen die folgende
Normalform erreichen:

Normalform orthogonaler Matrizen

Es gibt eine (reelle) orthogonale n x n-Matrix O, sodass

D, 0 ... O

0 D, ... O
o"-A-0=| . R

0O 0 ... D
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wobei die D; Matrizen sind, die eine der folgenden Ge-
stalten haben:

1. Dy isteine 1 x 1-Matrix, Dy = (£1).
2. Dy ist eine 2 x 2-Matrix, und es gibt ein ¢ € (0, 27),

¢ # 7w mit
Dy = cos(p) —sin(p)
g sin(p)  cos(p) |

Zu der Matrix Dy, in 1. gehort eine Achse A in R” (also ein eindi-
mensionaler Untervektorraum von R"), die durch A festgehalten
oder auf ihr Negatives abgebildet wird.

Die Matrix Dy in 2. definiert eine Drehung der Ebene, die von
den beiden zugehorigen Spalten von O aufgespannt wird, um
den Winkel ¢.

Beispiel
2 =2 1
Die orthogonale 3 x 3-Matrix A = % 1 2 2 |ist
2 1 =2
nicht reell diagonalisierbar. Sie wird durch die orthogona-
1 1 3
Vi V2 Y»
le Matrix O = —\3/% —% é auf die Gestalt
w0 7
-1 0 0
o"-A0o=[0 5 A
0 M 5
6 6

aufgespannt wird, um arccos () und spiegelt R® an die-
ser Ebene. |

Ganz allgemein hat jede orthogonale 3 x 3—Matrix A entweder
1 oder —1 als Eigenwert, da in der Normalform nicht nur der
zweite Fall auftreten kann. Falls sie noch weitere (komplexe)
Eigenwerte hat, gibt es eine Ebene E C R> und einen Winkel ¢,
sodass E durch A um ¢ gedreht wird. Die Normalengerade zu E
wird durch A entweder festgehalten (1 ist Eigenwert) oder an E
gespiegelt (—1 ist Eigenwert).

Auch lineare Abbildungen kénnen
diagonalisierbar sein

Um die Diagonalisierbarkeit von Matrizen besser zu verstehen,
ist es hilfreich, sich an die Beziehungen zwischen Matrizen und
linearen Abbildungen (Abschn. 12.3) zu erinnern. Zu einer Ma-
trix A gehort eine lineare Abbildung f, und A ist die darstellende
Matrix von f bzgl. der Standardbasis. Die Standardbasis ist aber
relativ willkiirlich dadurch entstanden, dass wir einen Koordina-
tenursprung gewihlt und dann n Koordinatenachsen festgelegt
haben. Genauso gut hitten wir auch andere Achsen wihlen kon-
nen. Wihlen wir im R” andere Koordinatenachsen, so konnen
wir diese (ausgehend vom urspriinglichen Koordinatensystem)
durch n Vektoren vy, ..., v, beschreiben. Schreiben wir die-
se Vektoren als Spalten einer Matrix, S = (v; ... v,), S0 ist
diese Matrix invertierbar (das ist sogar dquivalent damit, dass
vy,...,v,ein neues Koordinatensystem von R” definieren), und
in diesem neuen Koordinatensystem wird die lineare Abbildung
f durch die Matrix
B=S"-A-S

beschrieben. Sind also speziell vy, ..., v, jetzt n linear unab-
hingige Eigenvektoren von A, so bedeutet das gerade, dass
vy,...,V, ein neues Koordinatensystem von R” definieren, und
in diesem Koordinatensystem wird die lineare Abbildung durch
die Diagonalmatrix

D=S"'.A.8

beschrieben. Beziiglich der durch vy, ..
naten gilt also

f)=2A;-v;

., v, gegebenen Koordi-

firallei e {1,...,n}

oder ganz allgemein fiir einen beliebigen Vektor w = > r; - v;

i=1

f(i:r,wv,-) :Xn:l’i‘/‘\i‘vi.

i=1 i=1

14.3 Normalformen

Wie wir bereits gesehen haben, sind nicht alle Matrizen diago-
nalisierbar, und selbst reelle Matrizen, die diagonalisierbar sind,
sind nicht immer iiber den reellen Zahlen diagonalisierbar. Auch
fiir diese Fille gibt es verschiedene Moglichkeiten, eine Matrix
A in eine Form zu bringen, die die Arbeit mit der Matrix verein-
facht.

Alle Matrizen lassen sich trigonalisieren

Fiir viele Anwendungen, etwa im Zusammenhang mit Glei-
chungssystemen, ist es sehr hilfreich, wenn eine Matrix in
oberer Dreiecksform vorliegt.



14.3 Normalformen

14.3 Mathematischer Hintergrund: Symmetrische Bilinearformen

In Mathematischer Hintergrund 11.3 haben wir bereits sym-
metrische Bilinearformen auf R” behandelt, also Abbildun-
gen B : R" x R" — R, die linear in beiden Komponenten
sind und fiir die B(x,y) = B(y,x) gilt, und in der Fort-
fiilhrung dieses Themas haben wir in Mathematischer Hin-
tergrund 12.2 gesehen, dass symmetrische Bilinearformen
durch symmetrische Matrizen beschrieben werden, dass es
also eine symmetrische n x n-Matrix A gibt mit f(x,y) =
x Ay

In diesem Abschnitt haben wir festgestellt, dass eine sym-
metrische Matrix A durch eine orthogonale Matrix O dia-
gonalisierbar ist, d.h., dass es eine orthogonale Matrix O
gibt, sodass D = OT - A - O eine Diagonalmatrix ist. Mit
vy,...,V, bezeichnen wir die Spalten von O (die also eine
Orthonormalbasis von R”, bestehend aus Eigenvektoren von
A, bilden) und mit A, ..., A, die Diagonalelemente von D.
Beachten Sie dabei, dass die A; nicht paarweise verschieden
sein miissen.

Beliebige Vektoren x und y konnen mithilfe der Basis
vy,...,V, beschrieben werden,

X=7Vi 4V Y=Sv S, v,

wobei die Umrechnung in die Standardbasisdarstellung nach
der Formel

I §1

"n Sn
erfolgt. Damit gilt

Bx.y) =x"-A-y

T ! 1
=]0 ‘A-O
I'n Sn
S
=@ ... )0 -A-0O-
Sn
81
= ... r):D-
Sn

:M-rl-sl—{—/\z-rz-sz—l—---—l—k,,-r,,-s,,.

Zu jeder symmetrischen Bilinearform B gibt es also eine
Orthonormalbasis vy,...,v, von R” und A;,..., 1, € R,
sodass bzgl. dieser Orthonormalbasis B eine besonders ein-
fache Form hat:

Sind v, w € R" zwei Vektoren und schreiben wir

V=710 U WSV S, Uy

so gilt

B, wy=A1-ri-sp+-+Ay-rm-sp.
Speziell gilt also

BW,v) = A1l et Ay

Wir sagen in diesem Fall, dass die symmetrische Biline-
arform durch die orthogonale Matrix O bzw. durch die
Orthonormalbasis vy, ..., v, von R” diagonalisiert wird.

Eine besondere Rolle spielt dabei die Anzahl der positiven
und der negativen Eigenwerte. Sind alle Eigenwerte posi-
tiv, so ist die symmetrische Bilinearform positiv definit; sind
alle negativ, so ist sie negativ definit. Im allgemeinen Fall er-
zeugen die Eigenvektoren, die zu den positiven Eigenwerten
gehoren, einen Untervektorraum V., sodass

B(v,v) >0 firallev e V .\ {0},

und die Eigenvektoren, die zu den negativen Eigenwerten ge-
horen, erzeugen einen Untervektorraum V_, so dass

B(w,v) <0 firallev € V_\ {0}.

Diese beiden Untervektorrdume sind maximal mit dieser

Eigenschaft, und das Tupel (dim(V_), dim(V_)) heif3it Signa-
tur der symmetrischen Bilinearform S.

Nehmen wir nun an, dass die Orthonormalbasis vy,..., v,
von R” und die zugehorigen Eigenwerte Ay,..., A, € R von
A so gewihlt sind, dass Ay,...A; > 0, A, qq,..., Ay <O

und A, 11 = --- = A, = 0, und ersetzen wir die Orthonor-

malbasis vy, ..., v, durch die (nicht mehr normierte) Basis
wi,...,w, mit
1 fii
L . rl <k<
7w furl < k<t,
w; = lAk~vk firt<k<t+s,

vy, firt+s+1<k<n,
so hat fiir einen Vektor v mit der Darstellung
V=r1-Wp 1y Wy
die Bilinearform B die besonders einfache Beschreibung
B.v) =1t el =l =
und es gilt der Triigheitssatz von Sylvester:

t =dim(Vy), s=dim(V_.).
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14.4 Mathematischer Hintergrund: Definite und semidefinite symmetrische Matrizen

Unter den symmetrischen Bilinearformen bzw. symmetri-
schen Matrizen bilden die (positiv oder negativ) definiten
eine besondere Klasse. In Mathematischer Hintergrund 14.3
haben wir schon die besondere Bedeutung der Diagonalform
einer symmetrischen Matrix A fiir die durch diese Matrix de-
finierte symmetrische Bilinearform 8 gesehen. Speziell die
Vorzeichen der Eigenwerte und die Untervektorrdaume V.
und V_, die von den Eigenvektoren zu positiven und zu ne-
gativen Eigenwerten erzeugt werden, spielen eine wichtige
Rolle. Ist etwa A positiv semidefinit, so bedeutet das, dass es
keinen Vektor v gibt mit 8(v, v) < 0, also dass V_ = {0} der
Nullraum ist.

Aus dieser Uberlegung erhalten wir: Genau dann ist die sym-
metrische n X n-Matrix A positiv semidefinit, wenn eine (und
damit alle) der folgenden Eigenschaften erfiillt ist:

1. Die Matrix A hat keine negativen Eigenwerte.

2. Die zu A gehorige Bilinearform f hat Signatur (k, 0), wo-
bei0 <k <n.

3. EsistV_ = {0}.

Entsprechend ist die symmetrische n x n-Matrix A genau
dann positiv definit, wenn eine der folgenden Eigenschaften
erfiillt ist:

1. Die Matrix A hat nur positive Eigenwerte.
2. Die zu A gehorige Bilinearform f hat Signatur (n, 0).
3. BEsistV, =R

Die Matrix A = etwa ist positiv definit, da sie die

beiden positiven Eigenwerte A1 = 4 und A, = 2 hat.

Da A genau dann negativ (semi-)definit ist, wenn —A positiv
(semi-)definit ist, ergeben sich daraus sofort charakterisie-
rende Eigenschaften fiir diesen Fall. So ist etwa eine sym-
metrische n x n-Matrix A genau dann negativ definit, wenn
eine der folgenden Eigenschaften erfiillt ist:

1. Die Matrix A hat nur negative Eigenwerte.
2. Die zu A gehorige Bilinearform f hat Signatur (0, n).
3. BEsistV_ =R"™

Die Indefinitheit einer symmetrischen Matrix A schlie3lich
ldsst sich dadurch beschreiben, dass A sowohl positive als
auch negative Eigenwerte hat.

Die Matrix A = etwa ist indefinit, da sie die beiden

Eigenwerte Ay = 4 und A, = —2 hat.

Diese Kriterien zur Bestimmung der Definitheit eignen sich
jedoch nicht fiir alle Anwendungen, denn die Emittlung
der Eigenwerte ist fiir grole Matrizen ein sehr komplexes
Problem. Daher werden einfachere Entscheidungskriterien
benotigt.

Ein solches liefert das Kriterium von Hurwitz, das wir nun
beschreiben wollen: Zu einer symmetrischen n x n-Matrix A
betrachten wir

A = aivj) 1<i<k

1<j<k

also die Matrizen, die wir aus A durch Streichung der letzten
n — k Zeilen und Spalten erhalten (sodass etwa A; = (ay )
und A, = A). Wir setzen

Ay = detAy (k=1,...,n)

und nennen die A; die Hauptminoren von A. Dann besagt
das Kriterium von Hurwitz, dass die Matrix A genau dann
positiv definit ist, wenn Ay > O fiirallek = 1,...,nist. Da
A genau dann negativ definit ist, wenn —A positiv definit ist,
folgt hieraus unmittelbar, dass A genau dann negativ definit
ist, wenn der erste Hauptminor A negativ ist und die Haupt-

minoren immer wechselndes Vorzeichen haben, also wenn
(=D¥-Ap > 0.

Ist A positiv definit, so hat A nur positive Eigenwerte
Aty ..., A, Ist daher O eine orthogonale Matrix, die A auf
Diagonalform D bringt, D = OT - A - 0, so gilt

detA =det(0-D-0")=1-detD-1=21;---1,>0,

und damit ist auf jeden Fall A, > 0. Ist nun k < n und ist
v € R¥\ {0} beliebig, so verlingern wir v zu einem Vektor
v’ € R"\ {0}, in dem wir an den Stellen k + 1,...,n eine
0 einfiigen. Wir erhalten v’ - A - v’ > 0, da A positiv definit
ist. Nun rechnen wir aber sofort nach, dass

-
v AV =0T A,

sodass v - Ay - v > O fiir alle v € R¥\ {0}. Damit ist auch
Ay positiv definit, und obiges Argument zeigt, dass

Ay =detAy > 0.

Ist also A positiv definit, so sind alle Hauptminoren positiv.
Die umgekehrte Richtung erfordert ein komplizierteres in-
duktives Argument, auf das wir hier verzichten wollen.

Die Semidefinitheit und die Indefinitheit einer Matrix las-
sen sich leider nicht so allgemein durch die Vorzeichen der
Hauptminoren beschreiben. Wir konnen jedoch noch sagen:
Sind alle Hauptminoren einer symmetrischen Matrix A von
0 verschieden, und folgt das Vorzeichenmuster der Haupt-
minoren nicht dem Muster einer positiv definiten oder einer
negativ definiten Matrix, so ist A indefinit.




14.3 Normalformen

14.5 Mathematischer Hintergrund: Quadratische Formen und Quadriken

Eine quadratische Form ¢ auf R” ist eine Abbildung

g:R"—R,

die in der Form

qlxr, ..., x,) = Z o xi X + Z‘ﬂixi +46
ij=1,i<j i=1

geschrieben werden kann, wobei mindestens ein «;; # 0.
Betrachten wir die symmetrische n x n-Matrix A = (a; ;) mit

O, fallsi =j,
ajj = %, fallsi<j,
o falls i > j,

mit zugehoriger symmetrischer Bilinearform

B R"xR"—R,

gegeben durch B(x,y) = x" - A -y, und die Linearform
p:R"—R

n

mitp(x) = Y @; - x; , so gilt

i=1

qxr, ..., x,) = B(x,x) +o(x) + 6.

Wie wir in Mathematischer Hintergrund 14.4 gesehen ha-
ben, gibt es eine orthogonale Matrix O, die 8 diagonalisiert.
Es gibt also eine orthogonale Koordinatentransformation des
R”, sodass die quadratische Form ¢ in den neuen Koordina-
ten die Form

GO,y = Y A i+ Y Yieyi+ 8
i=1 i=1

hat. Dabei konnen wir annehmen, dass Ay,..., Ay > O,
Akats o Ay <0und A,y = --- = A, = 0 (fiir geeignete
0 < k <t < n). Da A nicht die Nullmatrix ist (mindes-
tens ein «;; # 0), gilt auf jeden Fall # > 1. Damit kann die
quadratische Form aber auch wie folgt geschrieben werden:

t

k n
,yn)ZZ%'y,-z— > a—12'y,'2+ZWi')’i+8
i

i=k+1 1 i=1

qyi, ...

mit geeigneten positiven reellen Zahlen a;. Fiir alle i < ¢ fiih-
ren wir quadratische Ergénzung durch und erhalten

+1 +1

— VY= Gi—n)’ + i

a; a;

Eine Verschiebung der i-ten Koordinate um 7; (also ein Ko-
ordinatenwechsel der Formz; = y; —n; (i = 1, ..., 1)) bringt
die quadratische Form dann auf die Gestalt

k
,z,,)ZZ%‘zf—.Z %-z?%—p,

q(z1, ...

falls ¥; = O fiir alle i > ¢, und

1

k
1 1
Q(Zl,...,zn)zzz-z,-z— Z ?-z,-z—Z-zn
i=1 i i

i=k+1 "t

falls es ein i > ¢ gibt mit ¥; # 0 (in diesem Fall fiihren wir
noch eine weitere Verschiebung und eine orthogonale Ko-
n

ordinatentransformation durch, die Y. ¥;y; + Y. pi + 8 in
i=t+1

—2 - z,, Uberfiihrt). Diese Gestalt nennen wir eine Normal-

form der quadratischen Form.

Eine Quadrik Q ist die Nullstellenmenge einer quadrati-
schen Form ¢:

0 ={(x,....,x)) € R g(xy,...,x,) =0}

Zur Untersuchung von Quadriken konnen wir nach Wahl ei-
nes geeigneten Koordinatensystems immer annehmen, dass
die quadratische Form in Normalform vorliegt. Auerdem
konnen wir die Quadrikengleichung immer durch ein belie-
bige von O verschiedene Zahl dividieren, ohne dadurch ihre
Nullstellenmenge zu @ndern. Daher erhalten wir aus den Nor-
malformen drei Typen von Quadriken:

1. Quadriken vom kegeligen Typ: Diese sind in geeigne-
ten Koordinaten gegeben durch eine Gleichung der Form

wobei wir auch noch annehmen konnen, dass k >t — k.
2. Mittelpunktsquadriken: Hier lautet die Gleichung in
geeigneten Koordinaten

t

k
1 1
2 : 2 2
R _z'zi__1~
a; a;
! i=k+1 "1

3. Quadriken vom parabolischen Typ: Diese sind in ge-
eigneten Koordinaten gegeben durch eine Gleichung

t

1 1

E —Z'Z,-z— E —2‘21-2_2Zn:0,
a; a;

i=1 ! i=k+1 1

wobei t < n.

Beachten Sie dabei, dass wir bei allen Koordinatentransfor-
mationen nur Verschiebungen und orthogonale Transforma-
tionen durchfiihren miissen, also nur Koordinatenwechsel,
die Langen und Winkel erhalten.
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Anwendung: Kegelschnitte

Im Spezialfall n = 2 nennen wir Quadriken Kegelschnit-
te. Mithilfe der Normalformen aus Mathematischer Hinter-
grund 14.5 lassen sich diese sehr gut klassifizieren.

Kreise
Ein Kreis K ist ein Spezialfall einer Mittelpunktsquadrik, ge-
geben durch eine Gleichung der Form

1 2 2
_Zy +r_2x :1’

oder #quivalent, y* + x> = 2. Er wird beschrieben durch
Abb. 14.2.

»
>

1

"y

Abb. 14.2 Kegelschnitte: Ein Kreis

Das ist tatsidchlich ein Kreis in der Ebene mit Radius r
und Mittelpunkt M = (0, 0). Lassen wir die Verschiebung
z; = y; — 1n; der Koordinaten weg, die wir durchgefiihrt ha-
ben, um die Quadriken auf Normalform zu bringen, so lautet
die Kreisgleichung

o —y0)* + (x—x0)* = 17,

und wir betrachten einen Kreis mit Radius » und Mittelpunkt
M = (x9,y0). Diese Form bleibt auch erhalten, wenn wir
die orthogonale Koordinatentransformation riickgéngig ma-
chen, denn beim Kreis ist die Matrix A immer von der Form
A= }2 -E,, und diese Gestalt bleibt bei jeder Transformation
mit einer (orthogonalen) Matrix erhalten.

Ellipsen
Eine Ellipse E ist eine Mittelpunktsquadrik, gegeben durch
eine Gleichung der Form

L, 15,

mit a,b > O und @ # b. Das Bild hiervon ist eine Ellipse
mit Mittelpunkt M = (0, 0) und zwei Hauptachsen der Lin-
ge a und b. Die Ellipse in Abb. 14.3 wird gegeben durch die

Gleichung
LS S
e el

Es handelt sich also um eine Ellipse mit langer Halbachse
b = 3 und kurzer Halbachse a = 1.8.

Abb. 14.3 Kegelschnitte: Eine Ellipse

Lassen wir die Verschiebung z; = y; — n; der Koordinaten
weg, die wir durchgefiihrt haben, um die Quadriken auf Nor-
malform zu bringen, so lautet die Ellipsengleichung

1 1
2 0w =

und wir betrachten hier eine Ellipse mit Mittelpunkt M =
(x0,y0) und Hauptachsen die parallel zu den Koordinaten-
achsen sind. Lassen wir auch die orthogonale Transformation
weg, so sind die Hauptachsen nicht mehr parallel zu den Ko-
ordinatenachsen, und deshalb treten in diesem Fall gemischte
Terme xy auf, selbst dann, wenn der Mittelpunkt der Ellipse
im Koordinatenursprung liegt.

Hyperbeln
Eine Hyperbel H ist ein weiterer Spezialfall einer Mittel-
punktsquadrik, gegeben durch eine Gleichung

1 2 1 2
2V rr !
mita,b > 0.

Eine Hyperbel in Normalform hat zwei Ursprungsgeraden
als Asymptoten, deren Steigung 7 bzw. —7 ist. Der Tief-
punkt des oberen Hyperbelastes liegt im Punkt (0, a) und
der Hochpunkt des unteren Hyperbelastes im Punkt (0, —a).
Der Schnittpunkt der beiden Asymptoten, also in Normal-
form der Punkt M = (0, 0), heilit Mittelpunkt der Hyperbel.
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/

Abb. 14.4 Kegelschnitte: Eine Hyperbel

/

Die Normalengleichung der Hyperbel aus Abb. 14.4 ist
1 2 1 2

T

Wir haben also a = % und b = /5.

Bekannt ist die Hyperbel, die explizit durch y = % be-
schrieben wird, also durch die Gleichung x - y = 1. Das ist
keine Hyperbelgleichung in Normalform. Schreiben wir die-
se Gleichung jedoch in den durch die Orthonormalbasis

V2 V2
vy = _2@ , V2= ﬁ
2 2

gegebenen Koordinaten (drehen wir also die Koordinaten-
achse um 45° im Uhrzeigersinn), so wird diese Hyperbel-
gleichung zu

2 —2x* =1,

liegt also in Normalform mit a = % und b = % Vor.

Parabeln
Eine Parabel P ist eine Quadrik vom parabolischen Typ,

1,

— - x*=2y=0.

a? * Y

Thr Bild ist eine Parabel, wie wir sie aus der Analysis ken-
nen. Die Normalengleichung der Parabel in Abb. 14.5 ist

2% -x? — 2y = 0, wir haben also a = 2:

Alle Parabeln in Normalform haben ihren Scheitelpunkt in
S = (0, 0). Der Punkt B = (0, %) heifit Brennpunkt der
Parabel. Senkrecht von oben einfallende Strahlen werden an
der Parabel so gespiegelt, dass sie sich alle im Punkt B tref-
fen. Diese Eigenschaft wird ausgenutzt bei der Konstruktion
parabolischer Spiegel.

14.3 Normalformen

y
@
2
1 P
T >
S

T

T T -

1 X

Abb. 14.5 Kegelschnitte: Eine Parabel

Geradenkreuzungen
Eine Geradenkreuzung G ist eine Quadrik vom kegeligen
Typ mit der Gleichung

1 2 1 2
SV X =0,

die sich nach der dritten binomischen Formel als

1 1 1 N 1 0

—_ ——x- — — X =

a Y b a Y b
schreiben lédsst. Damit ist G die Vereinigung der beiden Ge-
raden %-y— % -x =0und % v+ % -x = 0. Es handelt sich um
zwei Ursprungsgeraden mit Steigung 7 und —3. Als Spezi-

alfall einer Geradenkreuzung kann auch eine Doppelgerade,
in der Normalform gegeben durch

auftreten. Die Gleichung der Geradenkreuzung in Abb. 14.6
isty* — 55 -x* = 0, wir haben alsoa = lund b = 2.

yA

Gy

Gy

Abb. 14.6 Kegelschnitte: Ein Geradenkreuz
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Die Quadrik, die wir hier erhalten, besteht also gerade aus
den beiden Asymptoten, die wir fiir die Hyperbel

1 2 1 2
Syt —
(\fs)2
2
1

erhalten haben, da in beiden Fillen % = 5.

Nicht mehr zu den Kegelschnitten gezihlt werden iiblicher-
weise die Typen

1, 1 , 1
2 +ﬁ‘x =0 bzw. a2V TR
(bei denen die Losungsmenge nur aus dem Punkt (0,0)
besteht oder leer ist). Manchmal werden schon Geradenkreu-
zungen nicht mehr zu den Kegelschnitten gezéhlt.

Definition

Eine n x n-Matrix A heif3t trigonalisierbar, wenn es eine
invertierbare n x n-Matrix S gibt, sodass

T=S"'A-8

eine obere Dreiecksmatrix ist.

Eine obere Dreiecksform kann immer erreicht werden.

Komplexe Matrizen sind trigonalisierbar

Jede n x n-Matrix ist (iiber den komplexen Zahlen) trigo-
nalisierbar.

Das Vorgehen wird anhand eines Beispiels erldutert.

Wir betrachten die Matrix

-7 0 2
A=|16 3 =3 (14.10)
34 -1 9

Hierfiir gilt
Pa(A) =23 =522 481 —4=(A—-1)- (A —2)%,

also hat A die Eigenwerte A; = 1 und A, = 2.

Zu A = 1 finden wir als Eigenvektor den Vektor

Wir ergédnzen v; durch die beiden Standardbasisvektoren e, und
e; zu einer Basis von R? und bilden mit diesen Vektoren als
Spalten die Umrechnungsmatrix

Dann ist
1 0 2
Ar=S"As =0 3 1
0 -1 1

Die Matrix A; hat also bereits die erste Spalte einer oberen
Dreiecksmatrix. Nach Streichen der ersten Spalte und der ers-
ten Zeile von A, erhalten wir die Matrix

B— 3 1
-1 1
mit charakteristischem Polynom
Pp(A) = A2 —4)1 +4 = (A —2)%.

Also hat B den (einzigen) Eigenwert A, = 2, und hierzu erhalten

wir als Eigenvektor
-1
U = 1 .

Beachten Sie, dass B keine zwei linear unabhédngigen Eigenvek-
toren besitzt (also nicht diagonalisierbar ist). Wir ergidnzen u,
durch den Standardbasisvektor e, zu einer Basis von RZ, bilden
mit diesen Vektoren die Umrechnungsmatrix

-1 0
S =
und erhalten daraus

2 -1
312521‘3‘522(0 2),

also eine obere Dreiecksmatrix. Ergidnzen wir S, wie folgt durch
eine erste Zeile und erste Spalte zu einer invertierbaren 3 x 3-
Matrix,

1 0 O
S3=10 -1 0],
0o 1 1
so erhalten wir hierfiir
1 2 2

T=8"A-5=|0 2 —1],
00 2



also eine obere Dreiecksmatrix. Setzen wir S = S; - S3, so ist
STAS=8" 57" A-8-8=5"-A,-8=T

eine obere Dreiecksmatrix.

Dieses Vorgehen funktioniert bei allen quadratischen Matrizen.
Es wird immer erst ein Eigenwert und zu diesem ein Eigenvek-
tor betrachtet. Mit diesem Eigenvektor (und beliebigen n — 1
Vektoren, die ihn zu einer Basis von C” ergidnzen) wird eine
erste Transformationsmatrix S; gebaut und eine erste Transfor-
mation

A =S"-A-S,

durchgefiihrt, die immer dazu fiihrt, dass A; in der ersten Spal-
te unterhalb der ersten Zeile nur noch 0 als Eintrige hat. Dann
werden die erste Zeile und die erste Spalte von A; gestrichen,
und fiir die verbleibende (n— 1) x (n — 1)-Matrix B werden wie-
der ein Eigenwert und ein zugehoriger Eigenvektor gesucht, und
man féhrt fort wie mit der Matrix A selbst.

Entlang der Diagonalen treten dabei immer die Eigenwerte von
A auf, und zwar jeder Eigenwert genauso oft, wie er als Null-
stelle des charakteristischen Polynoms von A auftritt. Sind A
und alle ihre Eigenwerte reell, so kann komplett im Reellen
gerechnet werden, d.h., in diesem Fall kann auch eine reelle
Transformationsmatrix S gefunden werden. Falls aber komplexe
Eigenwerte auftreten, so muss auch die Transformationsmatrix
im Komplexen konstruiert werden.

Die jordansche Normalform ist eine
ausgezeichnete obere Dreiecksform

Bei der oberen Dreiecksmatrix, die wir bei der Trigonalisierung
erhalten, ist zu beachten, dass sie nicht eindeutig ist. Betrachten
wir fiir die Matrix (14.10) die Umrechnungsmatrix

1 18 —4
S=|-2 -45 -38].
4 81 -9
so erhalten wir hierfiir
1 00
sh.a.s5=(0 2 1
0 0 2

also wieder eine obere Dreiecksmatrix mit den Eigenwerten
A1 = lund A, = 2 entlang der Diagonalen, allerdings mit
einer komplett anderen Gestalt oberhalb der Diagonalen.

Unter allen oberen Dreiecksformen, die sich als Transformatio-
nen einer gegebenen Matrix finden lassen, gibt es jedoch eine
ausgezeichnete.
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Jordansche Normalform

Ist A eine n x n-Matrix (iiber R oder C), so gibt es eine
Transformationsmatrix S, fiir die die transformierte Matrix
B = S'.A. S die folgende Gestalt hat:

i 00 ... 0
0 L 0 ... 0
=10 o xn ... o0
0 0 0 ... J

mit quadratischen n; x n;-Matrizen J; der Form

Ar 10 .0 0 0

0O A 1 ... 0 O

0 0 A ... 0 O

Ji =

0 0 0 ... A 1 —_

0 0 O 0 A —
(<)
—

Dabei gilt

n+n+--+n=n

und die Matrizen J; sind eindeutig bis auf ihre Reihenfolge
entlang der Diagonale.

Die transformierte Matrix J = S~ - A - § heiit jordansche
Normalform der Matrix A, und die n; x n;-Matrizen J;
heiflen Jordan-Kiistchen von A.

Fiir die Matrix (14.10) ist

1 18 —4
S=|-2 —-45 -8
4 & -9

eine Transformationsmatrix, die A auf die jordansche Normal-
form

J =

S O =
S N O
N o= O

bringt. Die Jordan-Kistchen dieser Normalform sind

=) n=(0 )

Da es hier nur ein Jordan-Kistchen zum (kritischen) Eigenwert
2 gibt, kann die Transformationsmatrix relativ leicht bestimmt
werden:

= Die erste Spalte v; von S ist ein Eigenvektor von A zum Fi-
genwert 1.
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= Die zweite Spalte v, von S ist ein Eigenvektor von A zum
Eigenwert 2.

= Die dritte Spalte v3 von S ist eine Losung des Gleichungs-
systems (A — 2 - E3) - x = v,, sodass fiir v3

A-v3=2-v3+ 1,

gilt. Einen solchen Vektor nennen wir einen Hauptvektor
von A zum Eigenwert A (der Stufe 2).

Diese Technik funktioniert immer, wenn es zu jedem kritischen
Eigenwert nur ein Jordan-Kistchen gibt. (Hitte das Késtchen
mehr als zwei Zeilen und Spalten, so wiirden wir mit einer Lo-
sung v4 des Gleichungssystems (A — 2 - E3) - x = v fortfahren,
USW.).

Die Normalform ist eindeutig bis auf die Anordnung dieser
Kistchen, d. h., die einzige andere jordansche Normalform, die
noch moglich ist, wire

die etwa mit der Transformationsmatrix

18 —4 1
S=]-45 -8 =2
81 -9 4
erreicht werden kann.
Beispiel
Die Matrix
3 7 -—13
A=]-2 -9 20 (14.11)
-1 -4 9

hat das charakteristische Polynom

PAA)=A-3A24+4=01+1)-(1-2)?

und damit die Eigenwerte A; = —1 und A, = 2. Alle
Eigenvektoren zum doppelten Eigenwert A, sind Vielfa-
—1
che des Vektors v, = 2 |, sodass die Matrix A nicht
1
diagonalisierbar ist. Eine Losung des Gleichungssystems
-2
(A—2-E;3)-x = vy ist der Vektor v3 = | 2 |. Daher
1
wird A durch die Transformationsmatrix
-2 -1 -2
S=13 2 2
1 1 1

auf jordansche Normalform

—1

0
J= 2
0

N = O

0
0
gebracht. Die Jordan-Késtchen sind

n=(-1). 12=((2) ;) <

Achtung Die Anzahl der Jordan-Késtchen von A zu einem
Eigenwert A ist bestimmt durch die geometrische Vielfachheit
von Ao, also durch ¢ = Nul (Ag-E, —A). Hat Ay die alge-
braische Vielfachheit a, tritt der Linearfaktor A — Ag in der
Linearfaktorzerlegung des charakteristischen Polynoms also a-
mal auf, so gibt es genau dann Jordan-Késtchen mit mehr als
einer Zeile und einer Spalte, wenn g < a.

Falls g > 2 und g < a, so kann eine Transformationsmatrix
jedoch nicht mehr dadurch bestimmt werden, dass zu einem
beliebigen Eigenvektor v von A zu Ay das Gleichungssystem
(A—Ao-E,) -x = v gelost wird. In diesem Fall miissen erst die
Hauptvektoren (hochster Stufe) gefunden werden. <

Die Diagonalisierbarkeit von Matrizen ist in der Theorie der
jordanschen Normalformen schon mit eingeschlossen.

Jordansche Normalform und Diagonalisierbarkeit

Genau dann ist eine n X n-Matrix A diagonalisierbar, wenn
alle Jordan-Késtchen die Grofle 1 x 1 haben, wenn also die
jordansche Normalform von A schon eine Diagonalmatrix
ist.

In der Praxis ist die jordansche Normalform schwer zu bestim-
men, speziell bei Matrizen, die viele Jordan-Késtchen zu einem
Eigenwert haben. AufBerdem ist die jordansche Normalform
numerisch instabil. Bereits eine minimale Variation der Matri-
zeneintrage kann zu einer ganz anderen Gestalt der Normalform
fiihren. Sie ist allerdings wichtig fiir die korrekte Behandlung
von Differenzialgleichungssystemen.

Jede Matrix kann in eine obere Dreiecksmatrix
und eine orthogonale Matrix zerlegt werden

Aus numerischer Sicht ist es giinstiger, mit orthogonalen Ma-
trizen zu arbeiten (wie wir schon beim Orthonormalisierungs-
verfahren nach Gram-Schmidt diskutiert haben). Eine Transfor-
mation mit orthogonalen Matrizen fiihrt jedoch selten zu einer
befriedigenden Normalform. Allerdings konnen damit fiir die
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14.6 Mathematischer Hintergrund: Die Matrixexponentialfunktion

Die Exponentialfunktion f(x) = e* spielt eine zentrale Rolle
in der Analysis, speziell im Zusammenhang mit der Differen-
zialrechnung, da sie sich durch die Eigenschaft f’(x) = f(x)
auszeichnet. Bei der Untersuchung linearer Differenzialglei-
chungssysteme ist es niitzlich, diese Konstruktion auch fiir
Matrizen zu haben. Dabei gehen wir von der Exponentialrei-
he aus, also von der Beschreibung

Dieser Ansatz kann auf quadratische Matrizen iibertragen
werden und fiihrt fiir eine n x n-Matrix A zu der Definition

A A? > Ak
A'— — — e = —
S TR T _;k!’

wobei AX hier die k-te Potenz der Matrix A bezeichnet, oder
noch etwas allgemeiner zu

o0
t-A)X
e = E (k') )
=0

Diese Reihe konvergiert. Wir notieren hier einige grundle-
gende Eigenschaften dieser Konstruktion:

1. IstA = 0, soist e® = E, die Einheitsmatrix.

2. Sind A und B zwei Matrizen mit A - B = B - A, so ist
B =t . ef,

3. Fiir jede Matrix A ist e invertierbar mit (e“‘)71 =e™

4. IstA = S-B-S~! die Transformation einer Matrix B mit
einer invertierbaren Matrix S, so iste™ = §-e’8 .51,

Die ersten drei Aussagen beweist man dabei wie im eindi-
mensionalen Fall. Was die vierte Eigenschaft betrifft, so ist
zunichst klar, dass7-A = S-7-B- S~!. Nun haben wir schon
gesehen, dass (r-A)* = S (r- B)* - $7!, und hieraus folgt
leicht, dass

Fiir eine beliebige Matrix A ist e’ direkt nur sehr schwer
zu ermitteln; diese vierte Eigenschaft ermdglicht jedoch eine
explizite Bestimmung.

Ist dazu zunidchst D eine Diagonalmatrix mit Diagonalele-
menten di, ...,d,, so ist (¢ - D)* ebenfalls eine Diagonal-
matrix mit den Diagonalelementen (td;)*, .. ., (td,)*. Daraus

erhalten wir sofort, dass auch e” eine Diagonalmatrix ist,
und zwar

eldt 0
0 e 0
eI‘D —
0 0 el

Ist A diagonalsisierbar und ist D = S~! - A - S eine Transfor-
mation von A auf Diagonalgestalt, soist A = S-D-S~! und
damit

e =g.e". .51,

Betrachten wir etwa die Matrix (14.9), also

5 =2 2
A=|-2 2 4
2 4 2
so hat diese den doppelten Eigenwert A; = 6 und den Eigen-
wert A, = —3 und wird durch die orthogonale Matrix
| 2 =2 1
S=--11 2 2
3
2 1 =2

diagonalisiert. Damit erhalten wir

e 0 0
et=5-1o e o | ST
0 0 ¥
8661 _ 6731 _Zeﬁt + 2673t 2661 _ 26731
= L —2e% 4 2e73 5% 4 d4e3 4eb — 47
2e% —2e3  4e% —4e3 5e08 4 4e

Beachten Sie dabei, dass e* wieder symmetrisch ist.

Es bleibt der Fall einer nicht diagonalisierbaren Matrix A zu
betrachten. In diesem Fall kdénnen wir zumindest noch eine
jordansche Normalform erreichen:

Ji 0 ... 0

0 J, ... 0
ST.A-S=J=

0 0 ... J,

Dann folgt aus den Regeln zur Matrizenmultiplikation

(- J)* 0 . 0
) — 0 t-h) ... 0
6 0 (t- .Jm)k
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und wir konnen uns daher auf ein Jordan-Késtchen beschrin-
ken, also eine Matrix der Form

A1 0 0

0o A 1 0
J=J, =

0 0 O A

Diese Matrix schreiben wir nun als J = D + N, wobei

A 0 0 ... O

0 A 0 ... 0
D =

00 0 ... A

eine Diagonalmatrix ist und

01 0 ... 00
0 0 1 0 0
N=1: . :
0 0 0 ... 01
0 0 O 0 0

eine Matrix, die in der Nebendiagonalen an allen Stellen den
Wert 1 hat und sonst nur die O enthélt. Hierfiir gilt aber nun
D-N = N-D, woraus e’ = e . eV folgt. Die Matrix N ist
nilpotent, genauer gilt: Ist r die Groe von N, so ist N” =
und damit

o (t-N)? (t-N)—!
=E t-N cee -
2 r—1
1t 5 .. @
_ 01 =]
0 0 O 1

Dae" = e . E,, wie wir oben schon gesehen haben, ist
zundichst "> = e . e woraus wir kiistchenweise die Ma-
trixexponentialfunktion fiir / und daraus viae* = S-e’/.S~!

die Matrixexponentialfunktion ganz allgemein bekommen.

Betrachten wir hierzu die Matrix (14.11), also

37 13
A=|—2 -9 20|,
1 -4 9

so haben wir schon die jordansche Normalform J und die
Transformationsmatrix S bestimmt. Es ist daher

e’ 0 0 I 0 0
ez-J — 0 621 t- 621 —e . 0 e3t . e3t
0 0 e 0 0 &

und daher e = §-e" - S~! = ¢ . B, wobei B folgende
Gestalt hat:

—1+Q+0D-e" 2+Q2+0-e¥ 4—(4+1)-e¥
—2t- ¢ 3—Q2+2)-e —64 (642t -e¥
—t-e¥ I—(14+0-e% 24+@B+1)-e*

Wir konnen die Matrixexponentialfunktion als Matrix von
n x n differenzierbaren Funktionen auffassen. Leiten wir jede
dieser Funktionen ab, schreiben wir die Ableitungen wieder
als Matrix und bezeichnen diese mit & ("), so gilt

d
—(e")=A-e".

dr

Das kann direkt fiir Matrizen in jordanscher Normalform
nachgerechnet werden und folgt daraus allgemein durch
Transformation mit einer Umrechnungsmatrix. Sind daher

Yis..., Y, € Rund setzen wir

yi(1) i
. =e A . N
yu(0) Yn

so erfiillen diese Funktionen die Beziehung
¥ yi(0)
. —4A. .

Y (®) Yu(?)

mit den Anfangswerten y; (0) = yi,...,¥,(0) = y,.

Dieser Zusammenhang wird eine zentrale Rolle in der Be-
handlung linearer Differenzialgleichungssysteme spielen. Ist
die Matrix A nimlich diagonalisierbar, ist vy, . .., v, eine Ba-
sis von R”, bestehend aus Eigenvektoren von A, und sind
Aty ..., A, die zugehorigen Eigenwerte, so erhalten wir aus
der Matrixexponentialfunktion, dass sich die allgemeine Lo-
sung obiger Beziehung in folgender Form schreibt:

R R ki o o A N R R VN

Dieser Ansatz wird in Bd. 2, Abschn. 10.5 sorgfiltig ausge-
arbeitet.

Betrachten wir wieder die Matrix (14.11)undy; = 2,y, =1
und y; = 2, so erhalten wir

y1(2) 2 2+2- e
wioy | =e? |1 =3¢+ @—4r-e¥ |,
y3(f) 1 — T+ (2-21)-e¥

und diese Funktionen erfiillen
Yi= 3yi+ Ty — 13y3
Yy = =2y1 — 92 + 20y3
Y= =y —4ym+ 9y

und y;(0) = 2, y2(0) = 1, y3(0) = 1, wie direkt nachgerech-
net werden kann.




Praxis sehr hilfreiche Zerlegungen von Matrizen (sogar von be-
liebigen, also auch von nichtquadratischen) erreicht werden.
Zunichst verallgemeinern wir dazu die Begriffe der Dreiecks-
und Diagonalmatrizen.

Definition

Eine m x n-Matrix A = (a;) heif3t obere Dreiecksmatrix,
wenn a;; = 0 fiir alle / > j und Diagonalmatrix, wenn
a;; = 0firalle i # j.

Die Matrizen

bz 3 1 2 3 4

05 4
R1:00 NE Rr=10 5 4 3
00 -3 2

0 0 0

sind also obere Dreiecksmatrizen, die Matrizen
4 0
300
D1:020,D2=02
0 0
sind Diagonalmatrizen.

QR-Zerlegung einer Matrix

Zu einer beliebigen reellen n x m-Matrix A existiert eine
orthogonale nxn-Matrix Q und eine obere Dreiecksmatrix
R mit

A=0-R.

Es gibt also stets eine orthogonale Matrix Q, so dass
R=0"-A

eine obere Dreiecksmatrix ist.

Eine Zerlegung A = Q-R mit einer orthogonalen Matrix Q
und einer oberen Dreiecksmatrix R heif3t QR-Zerlegung
der Matrix A.

Wir stellen im Folgenden nun einen Algorithmus vor, die
Householder-Transformation, mit der die QR-Zerlegung ge-
funden werden kann, und wir erldutern dieses Prinzip anhand
eines Beispiels.

Wir betrachten dazu eine allgemeine reelle n x m-Matrix A und
als konkretes Beispiel die 3 x 4-Matrix

1 01 1
A=]10 1 1 1
1 110
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Konstruiert werden soll eine orthogonale n x n-Matrix Q, sodass
R := Q7 - A eine obere Dreiecksmatrix wird.

Mit a¥) bezeichnen wir die Spalten dieser Matrix, sodass

A= (a(l) a? a(’")) .
Dann gilt
QT A= (QT 'a(l) QT 'a(z) QT _a(m)) ,
und daher ist ein Q zu finden mit
r 2
0 o
QT aW =120 QT a®=120 i
0 0

Wie bei der Trigonalisierung gehen wir schrittweise vor und
konstruieren zunéchst ein orthogonales Q; mit

i T
X (<D}
0 -
o a -
0
Da Q; orthogonal ist, muss |Q] - a'V| = |a!)| gelten, also
j:|a(”|
0
QlT aV =
0
Falls bereits a, | = az; = -+ = a,,; = 0 gilt, so wihlen wir

01 = E,.. Anderenfalls setzen wir zunichst

a® —jaM|.e;, fallsa;; >0,
v =
aV +1aV|-e;, fallsa;, <O0.
Im konkreten Beispiel bedeutet das
1-+2
v = 0
1
Ferner definieren wir w = ﬁ - v, im konkreten Beispiel also
| 1-+2
W= — 0 .

Va—22 |

und setzen -
O=E-2w-w)
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Im Beispiel ergibt das

0] =

e

0
1
0

- o O

5 1-+2
( 0 -(1—J§ 0 1)
1

4-22
NG N
5 0 5
=lo 1 o
N N
2 0 =7

Man sieht sofort, dass diese Matrix orthogonal ist, und auch im
allgemeinen Fall rechnet man leicht nach, dass QlT -01=E, =
0 - QIT, dass also die Matrix orthogonal ist. In der konkreten
Situation erhalten wir

Np) Np)
N N

Ay:=0-A=] 0 1 1 1|,
0 2 o £

2 2

und im Allgemeinen ergibt sich

0/ -aV=aV-2.-w-w'-aV =aV| e,
sodass auch hier die erste Spalte von A, = Q] - A nur in der
ersten Zeile einen von 0 verschiedenen Eintrag hat.

Im néchsten Schritt streichen wir aus A, die erste Zeile und die
erste Spalte und erhalten dadurch eine (n — 1) x (m — 1)-Matrix
Aj, mit der wir in analoger Weise fortfahren. Im konkreten Bei-

spiel ist das
~ 1 1 1
2 2

Die erste Spalte dieser Matrix ist @) = (

), mit der wir

_
[,
)

wie oben die Vektoren

1_
v =0 - @) e = (

Sl&

)

1 1 1- 8
w=—"97T= —-"
o] 3-v6 \ %

bilden. Damit konstruieren wir die orthogonale Matrix

o

und

— V6 3
0, =E,—2-w-w' = _3£ _&

3 3

Hierfiir ist
~  —1 ~ V6 6 6
_ _ (2 3 3

A3 =0 Ay = 0 i _ifi

3 3

eine obere Dreiecksmatrix. Ergénzen wir @T wie bei der Tri-
gonalisierung zu einer (orthogonalen) 3 x 3-Matrix

1 0 0
T 3
0, =10 é —4 >
0 _¥3 _6
3 3
so gilt hierfiir
V2 V2
R O
_ _ 6 6 6
SR B PP
3 2:4/3
0 0 -5 -5
Setzen wir daher
V2 o_J6 _\3
2 6 3
0=01-%=|0 X S5
V2o A6 3
2 6 3
so erhalten wir, dass
Q"-A=0]-0/-A
=0, ‘A
:A3
VERRCN e
o & w &
2 3 6

eine obere Dreiecksmatrix ist.

QR-Zerlegung einer komplexen Matrix

Fiir eine beliebige komplexe n x m-Matrix A existiert eine
Zerlegung
A=U-R

mit einer unitidren n x n-Matrix U und einer oberne Drei-
ecksmatrix R.

Kommentar Fiir eine regulire n x n-Matrix ist die QR-
Zerlegung A = Q - R eindeutig, wenn wir fordern, dass die
Diagonalelemente r;; der oberen Dreiecksmatrix R alle positiv
sind. <

Auch nichtinvertierbare Matrizen besitzen
eine Pseudoinverse

Die QR-Zerlegung basiert darauf, eine Orthonormalbasis des
Spaltenraumes Bild(A) C R” von A zu finden. Bei zusitzlicher
geschickter Wahl einer Orthonormalbasis des Definitionsbe-
reichs R” von A kann noch etwas mehr erreicht werden.



Singuldrwertzerlegung einer Matrix

Zu einer beliebigen reellen m x n-Matrix A existieren ei-
ne orthogonale m x m-Matrix U, eine orthogonale n x
n-Matrix V und eine m x n-Diagonalmatrix X mit nicht-
negativen Eintrdgen in der Diagonale, so dass

A=U-Y-V'.

Eine Zerlegung einer m xn-Matrix AinA = U- X -V mit
orthogonalen Matrizen U und V und einer Diagonalmatrix
X heiflit Singulérwertzerlegung von A. Die Diagonalele-
mente von X heillen die Singuléirwerte von A.

Eine mogliche Vorgehensweise zur Bestimmung der Singu-
larwertzerlegung erldutern wir anhand des Beispiels der 3 x
4-Matrix

— e O
[
S = O

Zunichst bestimmen wir die 4 x 4-Matrix

B=A".A =

S = = N
—_ O N =
S = O =
_ 0 = O

Diese Matrix ist symmetrisch (jede Matrix der Form AT - A ist
symmetrisch) und hat das charakteristische Polynom

Pg(l) = A* — 613 4+ 1042 — 41

und damit die Eigenwerte A; = 0 (offensichtlich) und A, = 2
(durch Raten). Nach Division durch A? — 2 erhalten wir

A =63+ 1002 —4)) = (A2 =20) = A2 — 41 + 2.

Die zugehérige quadratische Gleichung A2 — 41 + 2 = 0 liefert
die beiden weiteren Eigenwerte A3 = 2— V2und Ay =2+ /2.
Wir erhalten also vier Eigenwerte, von denen keiner negativ ist
(auch das ist immer so bei Matrizen der Form AT - A). Diese
werden nun der GroBe nach absteigend angeordnet:

M =242, MW=2 A3=2-+2, 1 =0.

Da B symmetrisch ist, ist B orthogonal diagonalisierbar. Es gibt
also eine Orthonormalbasis von R*, bestehend aus Eigenvekto-
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ren von B, und zwar

1442 -1
. 1 142 N I
I y— N s 2= =" »
2-V2 42 1 2 |-
1 1
1 -1
e 1 1 oL
BEETIVCERV- BN EAY R
—1-42 -1

Wir betrachten die von 0 verschiedenen Eigenwerte A1, A5, A3
und setzen 0; = /A, also

01:\/24-\/5, 022\/5, 03 = 2—\/5,
und wir bilden
uj=—-A-v;,
O
also hier —
1 -2 -1 =
1 1 V2 (<D}
w=s-| L[ w=3- V2 us=5-] 1 =
V2 0 V2

Dann bilden u;, u; und u3 ein orthonormales System von Vek-
toren (auch diese Konstruktion funktioniert fiir eine beliebige
Matrix der Form AT - A), in diesem Fall also sogar eine Ortho-
normalbasis von R3, da Rang(A) = 3. Gegebenenfalls muss das
System der u; noch durch geeignete Vektoren zu einer Ortho-
normalbasis von R” erginzt werden.

Mit diesen Daten kann nun die Singuldrwertzerlegung konstru-
iert werden: Wir setzen

1 _v2 1
2 2 2
— V2
U=|3; % -3
V2 V2
5> 0 5
2+42 0 0
= 0 V2 0 0
0 0 2-v2 0
142 _1 1 _1
2:4/2442 2 2212 2
14+42 1 1 1
v=|2vev2 2 a2
- 1 _1 —1-v2 1
24/242 2 2»«/2?/5 2
1 1 —1-v2

i

24/20v2 2 242+

Die Matrix U hat also die Vektoren u;, u, und us3 als Spalten,
die Matrix V hat die Vektoren vy, vy, v3 und vy als Spalten, und
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die Matrix X ist eine Diagonalmatrix mit den Werten o1, 0, und
o3 in der Diagonalen. Beachten Sie, dass die Matrizen U und V
nach Konstruktion orthogonal sind.

Es kann nun unmittelbar nachgerechnet werden, dass
A=U-X -V,

Die Singuldrwertzerlegung einer Matrix A wird benutzt, um die
Pseudoinverse AT von A zu bestimmen. Die Pseudoinverse A™
einer reellen n x m-Matrix A ist definiert als die m x n-Matrix
At mit

1. A-AT A=A,

2. AT A AT = AT,
3. (A-AT)T =A-AT,
4. AT-AT =AT-A

Issnun A = U-X -V und sind oy, ...,0; die von 0 ver-
schiedenen Singuldrwerte von A (also die von 0 verschiedenen
Diagonalelemente von X), so definieren wir zunéchst X+ als
die n x m-Diagonalmatrix mit

(Z9), = Gl firi=1,....1
Dann gilt
At=v.¥t.UT.
Beispiel
Fiir die Matrix

b S

Il
—_ O =
— = O
(=R
oS = O

haben wir die Singulidrwertzerlegung bereits ermittelt.
Die Singuldrwerte sind hier

242, o =42, 2-+/2,
und damit ist
L 0 0
2442
1
5+ — 0 = 0
0 0 L
2-v2
0 0 0
und wir erhalten
1 —1 2
—1 1 2
AtT=v.xt.UT ==
3 1 -2
3 =2
Beachten Sie, dass hierfiir
1 0 O
A-At=]0 1 0
0 0 1

gilt. Natiirlich ist nicht AT - A = E4, denn A™ - A hat nur
Rang 3. Vielmehr ist

atoa ] 3 -1 1
-1 3 1
-1 1 1 3

Dass die definierenden Eigenschaften einer Pseudoinver-
sen hierfiir tatsdchlich erfiillt sind, rechnet man leicht
nach. |



Anwendung: Singularwerte und Optimierung

Matrizen werden héufig bei Optimierungsaufgaben einge-
setzt. Dabei konnen Inputfaktoren x auf verschiedene Weisen
eingesetzt werden, um eine Palette von Produkten zu er-
zeugen, wodurch wiederum bestimmte Erlose erzielt oder
Kosten verursacht werden, die wir mit y bezeichnen. In vie-
len Fillen wird der Zusammenhang zwischen x und y durch
eine lineares Gleichungssystem A - x = y gegeben.

Das Optimierungsproblem reduziert sich dann hiufig darauf,
einen Vektor x zu finden, der eine bestimmte Grofie hat (d. h.,
der Gesamtwert der einsetzbaren Ressourcen ist fest gege-
ben) und fiir den |A - x| minimal oder maximal ist. Auch das
lasst sich mithilfe der Singuldrwertzerlegung erreichen. Be-
trachten wir etwa das Problem

Minimiere |A - x| unter der Bedingung, dass |x| = 1,

so ergibt sich die Losung unmittelbar aus der Singuldrwert-
zerlegung A = U - X - VT wie folgt: Falls Kern(A) # {0},
so erfiillt ein beliebiges x € Kern(A) mit x| = 1 die-
se Forderung. Anderenfalls muss notwendig m < n und
Rang(A) = m gelten. Ordnen wir die Singuldrwerte der Gro-
Be nach absteigend,

0120222 0On,

und ist v, die m-te Spalte von V, so 16st v, dieses Minimie-
rungsproblem.

Da V eine orthogonale Matrix ist, ist ndmlich VT v, =e,,
der m-te Standardbasisvektor des R". Da X' eine Diagonal-
matrix ist, erhalten wir ¥ - e, = o, - €,, und da U eine
orthogonale Matrix ist, gilt

|A-v,| = |U'2'VT'vm| =|U-(on-en)| = |On-ul = 0op .

Ist x ein beliebiger anderer Vektor in R™ mit |x| = 1, so
schreiben wir

X=7r1-V +r- v+ -+ Ty Vy.

Das ist moglich, denn vy, ..., v,, ist eine Basis von R™. Da
diese Basis orthonormal ist, muss

L=lxl=\rf+r++r,

gelten. Nun erhalten wir

r
VT.x:VT.(rl.vl+...+rm.vm): R
Tm
also
r o1-r
T vix=%x = ,

'm Om * I'm

14.3 Normalformen

und damit

.
2.V .x|:\/012.,%+022.,§+...+U%.,51

v

2,2 2.2 4 ... 2, 42
\/Gm rl+0m r2+ +0m Tin

O+ ‘/r12+...+r’2n

= 0Onm ,

wobei wir ausgenutzt haben, dass o; > o, fiir alle /. Da U
orthogonal, also normerhaltend ist, gilt

Ax| =|U-2 -V x| =|2-V'-x|>0,.

Es folgt, dass in der Tat |A - x| > |A - v,,] fiir alle x € R"™.

Entsprechend wird das Optimierungsproblem
Maximiere |A - x| unter der Bedingung, dass |x| = 1,

durch den Vektor v; geldst.

Im Beispiel der oben behandelten Matrix

>

Il
—_— O =
—_— = O
S O =
S = O

16st also der Vektor

1

B 1 1

e R
—1-42

V3

den wir im Rahmen der Singuldrwertzerlegung bestimmt ha-
ben, das Minimierungsproblem, und entsprechend 16st der
Vektor

1+2
, 1 142
| =
2.2+ 2 1
1

das Maximierungsproblem.

Weitere Anwendungen der Singuldrwertzerlegung finden
sich in der (deskriptiven) Statistik bei der Hauptkompo-
nentenanalyse. Ziel der Hauptkomponentenanalyse ist es,
mehrdimensionale Daten so in niederdimensionale Raume
zu projizieren, dass moglichst wenig Information verloren
geht. Das wird mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung der Ko-
varianzmatrix der Daten realisiert.
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Anwendung: Bestimmung von Normalformen in MATLAB

Mit MATLAB kann die jordansche Normalform einer Matrix
mit dem Befehl jordan gefunden werden. Dabei ermittelt
der Befehl J = jordan (a) die jordansche Normalform J
von A, und der Befehl [S, J] = jordan(A) bestimmt
die jordansche Normalform J von A und eine Transformati-
onsmatrix S, die A auf jordansche Normalform bringt:

[-19,32,-22,56;-6,13,-5,16; ...

30,-41,34,-77;8,-11,8,-18];
J = jordan(A)

A=

J =
1 0 0 0
0 3 1 0
0 0 3 1
0 0 0 3
[V, J] = jordan(a)
VvV =
11 36 0 -10
11 6 16 -11
-22 -12 -14 22
-11 6 -14 11
J =
1 0 0 0
0 3 1 0
0 0 3 1
0 0 0 3
Die Matrix
—-19 32 =22 56
A= —6 13 =5 16
Sl 30 —41 34 77
8 —-11 -8 18

hat also die jordansche Normalform

0 0 0
310
0 3 1
0 0 3
Eine QR-Zerlegung einer Matrix liefert in MATLAB der Be-

fehl gr, wobei [Q,R] =qgr (A) eine obere Dreiecksmatrix
R und eine orthogonale Matrix Q mit A = Q - R bestimmen:

S O =

]

A=[4,-8,-3,5;2,-1,-6,10;4,-5,-3,-11;
[Q,R]I=qgr (A)
Q:
-0.6667 0.6667 -0.3333
-0.3333 -0.6667 -0.6667
-0.6667 -0.3333 0.6667
R:
-6.0000 9.0000 6.0000 -6.0000
0 -3.0000 3.0000 -3.0000
0 0 3.0000 -9.0000

Eine QR-Zerlegung der Matrix

4 -8
A=12 -1
4 -5
ist also
2 2
_§ Z
A = —g —_
2
- -

-3 5
-6 10
-3 -1
1
2 _i 06
i 23 0
3003

Die Singuldrwertzerlegung schlieflich kann mit MATLAB
mit svd gefunden werden: Der Befehl s =

svd (A) ermit-
telt den Vektor s der Singuldrwerte von A, und [U, S, V]

= svd(A) bestimmt die komplette Singulidrwertzerlegung

A=U-S-VT vonA:

A= [1,

s=svd (A)

s =
5.7899
2.0000
0.6909

[U,s,V] = svd(a)

U =
0.0640 -0.9806
-0.3202 -0.1961
-0.9452  -0.0000

S =
5.7899 0

0 2.0000
0 0

VvV =
-0.2075 -0.5883
-0.3929  0.3922
-0.5340 -0.5883
-0.7194  0.3922

0.
.9268
.3265

-0
0

1854

0
0
0.6909

.6007
.6647
.3445
.2805

-1,1,-1;1,1,1,1;1,2,3,41;

.5000
.5000
.5000
.5000

(@]

Die Pseudoinverse einer Matrix A erhalten wir mit

pinv (A):

A=[1,0,1;1
Aplus=pinv
Aplus =

0.5000
-1.0000
0.5000

,1,11;
(a)
0
1.0000
0.0000




Aufgaben

14.1
trizen

Bestimmen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der Ma-

(5= ()

14.2 Bestimmen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der Ma-

trizen
4 1 2
A= , B= 3 .
2 2 2 =2
14.3 Bestimmen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der Ma-
trix
1 0 1
A=12 2 1
4 2 1
14.4 Bestimmen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der Ma-
trix
0o 1 0
A=|2 1 0
-1 0 1
14.5 Bestimmen Sie das charakteristische Polynom der Ma-
trix

A= cos(a)  sin(w)
~ \—sin(e) cos(a)]
Fiir welche Werte von o hat diese Matrix (reelle) Eigenwerte?

14.6 Bestimmen Sie das charakteristische Polynom der Ma-
sin(o)

trix
4o cos(a)
~ \sin(@) —cos(a))

Fiir welche Werte von « hat diese Matrix (reelle) Eigenwerte?

14.7 Bestimmen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der Ma-

trizen
4= 2 3  B= 2 1 ’
-3 2 -5 6

14.8 Bestimmen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der Ma-

trizen
A= 1 . 2i  B= i —.1 .
=2i 1 4 i

Aufgaben

14.9 Wir betrachten die Matrizen

a —b
A =
b (b a )

mit reellen Zahlen a, b. Bestimmen Sie die (komplexen) Eigen-
werte und Eigenvektoren von A, (in Abhingigkeit von a, b).

14.10 Wir betrachten eine n x n-Matrix A, (paarweise ver-
schiedene) Eigenwerte A{, ..., A, von A und zu jedem A; einen
Eigenvektor v;. Zeigen Sie, dass die Vektoren vy, ..., v,, linear
unabhéngig sind.

14.11 Untersuchen Sie die Matrizen

2 1 1 1
Ay = . A=
1 2 -2 4

auf Diagonalisierbarkeit. Bestimmen Sie ggf. Transformations-
matrizen S;, sodass S;! - A - S; Diagonalgestalt hat.

14.12 Untersuchen Sie die Matrizen

3 1 —
Al = ) A2 = 6 >
-1 1 1 2
auf Diagonalisierbarkeit. Bestimmen Sie ggf. Transformations-

matrizen S;, sodass ;! - A - S; Diagonalgestalt hat.

14.13 Untersuchen Sie die Matrizen

A = 3 =2 A= -3 =2
2 3 5 -1

auf Diagonalisierbarkeit. Bestimmen Sie ggf. Transformations-
matrizen S;, sodass S;! - A - S; Diagonalgestalt hat.

14.14 Untersuchen Sie die Matrizen

A1:32,A2:12
2 2 3 2

auf Diagonalisierbarkeit. Bestimmen Sie ggf. Transformations-
matrizen S;, sodass S;l - A; - S; Diagonalgestalt hat (i = 1, 2).

14.15 Untersuchen Sie die Matrizen

A1:_2 3,A2: 2 1
-3 =2 -2 2

auf Diagonalisierbarkeit. Bestimmen Sie ggf. Transformations-
matrizen §;, sodass S,-’1 - A; - S; Diagonalgestalt hat (i = 1, 2).
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14.16 Untersuchen Sie die Matrix

| 10 5 10
A= — —
5 5 14 2
10 2 -11

auf Diagonalisierbarkeit. Bestimmen Sie ggf. eine Transforma-
tionsmatrix S, sodass S~! - A - § Diagonalgestalt hat.

14.17 Untersuchen Sie die Matrizen

-1 2 2 5 —6 —6
A=l2 2 2| A=|-1 4 2
-3 -6 -6 3 -6 —4

auf Diagonalisierbarkeit. Bestimmen Sie ggf. eine Transforma-
tionsmatrizen S;, sodass S,-’1 -A;-S; Diagonalgestalthat (i = 1, 2).

14.18 Bestimmen Sie Eigenwerte und Eigenvektoren der Ma-
trizen

-2 6 0 -1 -2 -1
Ai=|-2 5 0], Ay=1] 6 5 0
1 -1 1 0o -2 =2

und untersuchen Sie, ob sie diagonalisierbar sind. Bestimmen
Sie ggf. Transformationsmatrizen S;, sodass Si‘1 - A; - S; Diago-
nalgestalt hat (i = 1, 2).
14.19 Wir betrachten die symmetrischen Matrizen
10 5 10
2 3
A1:32,A2=5—14 2
o 2 -1

Bestimmen Sie orthogonale Matrizen S;, sodass S,T -A; - S; Dia-
gonalgestalt hat (i = 1, 2).

14.20 Bestimmen Sie (in Abhingigkeit von a) orthogonale
Matrizen S; (i = 1,2), die die symmetrischen Matrizen

a 1 1 a
A= . Ay =

diagonalisieren.
Wir betrachten die Matrizen

a —b
A =
@b (b a )

mit reellen Zahlen a, b (vgl. Aufgabe 14.9). Bestimmen Sie (in
Abhingigkeit von a, b) eine Transformationsmatrix S = S, 4,
sodass S~! - A - § Diagonalgestalt hat.

14.21

14.22 Bestimmen Sie eine Transformationsmatrix S, die die
Matrix

-56 —102 -78
A=1] 39 71 54
-7 —-13 -10

trigonalisiert.

14.23 Bestimmen Sie eine Transformationsmatrix S, die die
Matrix

3 -1 1
A=14 0 2
3 -1 3

trigonalisiert.

14.24 Bestimmen Sie eine Transformationsmatrix S, die die
Matrix

-6 16 —11
A=|-3 9 -7
~1 4 —4

in jordansche Normalform bringt.

14.25 Bestimmen Sie n x n-Matrizen A, B, fiir die gilt

B £t el

14.26 Bestimmen Sie eine QR-Zerlegung der Matrix
1 1 1
A= .
1 2 3

14.27 Bestimmen Sie eine QR-Zerlegung der Matrix

1 -4 2
1 1 -4

A=l 1 o
1 -4 -2

14.28 Bestimmen Sie eine Singulidrwertzerlegung der Matrix

1 2 1
A_(l —1 2)'

14.29 Bestimmen Sie eine Singulidrwertzerlegung der Matrix

—_ O = =
—_—_= O =
O = = =

und bestimmen Sie die Pseudoinverse AT von A.
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